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khususnya mahasiswa jurusan matematika UNESA. Geometri 
analitika adalah salah satu mata kuliah yang harus di program 
mahasiswa  jurusan matematika UNESA. 
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BAB I 
SISTEM KOORDINAT 

 
 

A. Letak Titik Pada R1 
Menentukan letak titik pada garis lurus g, maka pada garis g 

tersebut dibuat skala bilangan, sebagai berikut: 
Perhatikan Gambar 1 (Gb. 1): 
1) Ambil sebarang titik O pada garis g, yang selanjutnya disebut 

titik pangkal. 

 
                     

                     

                     

                     

 

Gb. 1 

 

2). Menentukan titik A pada garis g sehingga panjang OA  sebagai 
satuan panjang. 

3).  Menentukan arah positif dan arah negatif. 
 Arah positif adalah sebelah kanan titik O. 

 Jika O menyatakan titik pangkal, maka pada titik A kita beri tanda 
+1 atau 1. Titik A dikatakan berkoordinat 1, yang ditulis dengan 
lambang A(1). 
Demikian juga dengan titik B yang berjarak 4 satuan di sebelah 

kanan O, dikata  kan berkoordinat B(4), dan titik C yang berjarak  

2

1
3  satuan di sebelah kiri O, dikatakan berkoordinat C(

2

1
3 ), jadi 

jarak dua titik  dan  adalah . 

C O A B g 
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B. Letak Titik Pada R2 
 Untuk menentukan letak titik pada bidang datar, kita buat dua 
garis yang berpotongan di titik O sebagai titik pangkal. Perhatikan 
Gb. 2 dan Gb. 3.  

Garis x dan garis y berpotongan di titik O, sebagai titik 
pangkal. Garis x dan y membentuk sudut miring. 

 

                     

                     

                     

                     

                     

                     

                     

                     

                     

 
 
Tetapkan titik A pada sumbu x, sehingga OA = 1 satuan, dan 

titik B pada sumbu y, sehingga OB = 1 satuan, biasanya OA = OB.  
Untuk menentukan letak titik P dengan cara ini, dilakukan 

sebagai berikut: 
Melalui P dibuat garis sejajar garis y, yang memotong garis x di titik 
P1, dan dibuat garis sejajar garis x, yang memotong garis y di titik P2. 
Maka letak titik P ditentukan oleh OP1 dan OP2, yang ditulis dengan 
lambang P(OP1,OP2). Pada Gb. 2 letak titik P ditulis dengan lambang 
P(3,2).  
Selanjutnya garis x disebut sumbu x dan garis y disebut sumbu y, tata 
sumbu demikian disebut “Sistem Koordinat Kartesius Miring”, 
sedangkan letak titik P dengan lambang P(OP1,OP2) disebut koordinat 
titik P.     
OP1 atau xP disebut koordinat kesatu atau absis dari titik P. 

Gb 2 Gb 3 

P (3,2) 

O x 

y 

O 

y 

x 

M 

K 

N 

P1 

P2 
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OP2 atau yP disebut koordinat kedua atau ordinat dari titik P. 
Pada Gb. 3, sumbu x dan sumbu y berpotongan tegak lurus, maka tata 
sumbu demikian disebut “Sistem Koordinat Kartesius Siku-siku”. 
 Selanjutnya dalam buku ini digunakan sistem koordinat 
kartesius siku-siku. 
 
Tinjauan: 
(1) Semua titik-titik di sebelah kanan sumbu y berabsis positif. 
(2) Semua titik-titik di sebelah kiri sumbu y berabsis negatif. 
(3) Semua titik-titik di sumbu y berabsis nol. 
(4) Semua titik-titik di atas sumbu x berordinat positif. 
(5) Semua titik-titik di bawah sumbu x berordinat negatif. 
(6) Semua titik-titik di sumbu x berordinat nol. 

 
Pada Gb. 3, titik-titik K, M dan N masing-masing berkoordinat 

K(1,3), M(3,2), N(-2,1) dan O berkoordinat O(0,0). 
 Cara lain untuk menentukan letak titik pada bidang datar ialah 
dengan menggunakan “sistem koordinat kutub” atau “sistem 
koordinat polar”, sebagai berikut: 
Perhatikan Gb. 4 
 

           

           

           

           

           

           

           

           

OP = r 

Gb 4 

O 

P 

P1 


 

r 
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XOPm  (arah positif) 
Dengan sistem koordinat kutub, maka koordinat titik P ditulis dengan 

lambang (r,). Jika letak titik P ini dinyatakan dengan koordinat 
kartesius, maka didapatlah: 

Pada 1OPP  yaitu OP1 = OP cos    atau     xP = r cos  

             PP1 = OP sin    atau     yP = r sin  

Jadi, koordinat titik P adalah P (r cos , r sin ) 
 

SOAL: 
1. Nyatakanlah letak titik yang dinyatakan dalam koordinat kutub 

berikut menjadi koordinat kartesius: A (5, 30 ), B (6, 45 ) dan C 

(8, 150 ). 
2. Nyatakanlah letak titik yang dinyatakan dalam koordinat 

kartesius berikut menjadi koordinat kutub: P(3,4), K(4,5) dan 

S(2,5). 
 

C. Letak Titik di R3 
 Untuk menentukan letak suatu titik pada ruang dimensi tiga, 
digunakan sistem sumbu siku-siku yang terdiri dari tiga sumbu, yaitu 
sumbu x, sumbu y dan sumbu z yang saling berpotongan tegak lurus 
di titik O. 
Perhatikan Gb. 5  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Menentukan letak titik P dengan cara sebagai berikut: 

x 

y 

z 

O 

P P3 

P2 

P1 

Gb 5 

A 

B 

C 
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Proyeksikan titik pada bidang-bidang xoy, xoz dan yoz. 
Misal P1 adalah proyeksi titik P pada bidang xoy, 
 P2 adalah proyeksi titik P pada bidang xoz, dan 
 P3 adalah proyeksi titik P pada bidang yoz. 
Maka letak titik P ditentukan oleh OA, AP1 dan PP1, yang ditulis 
dengan lambang P (OA, AP1, PP1) adalah koordinat titik P. 
Selanjutnya    OA  = xP (absis titik P) 
 AP1  = yP (ordinat titik P) 
  PP1 = zP (aplikat titik P) 
Jadi, koordinat titik P ditulis P(xP, yP, zP). 
Perhatikan bahwa xP = jarak titik P ke bidang yoz 
 yP = jarak titik P ke bidang xoz 
 zP = jarak titik P ke bidang xoy 
Pada Gb. 5, tampak bahwa OAP1B.CP2PP3 adalah sebuah balok yang 
dibuat dari unsur-unsur OA, AP1 dan PP1. 
Jadi, OA = xP, AP1 = yP dan PP1 = zP 
Selanjutnya cara menggambar koordinat titik A sebagai berikut: 
1) Proyeksikan titik A pada bidang xoy, misal A1 = proyeksi A pada 

bidang xoy. 
2) Proyeksikan A1 pada sumbu x, misal A2 = proyeksi A1 pada 

sumbu x 
3) Maka xA = OA2, yA = A1A2 dan zA = AA1  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x 

y 

z 

O 

A 

A2 

A1 

Gb 6 

zA 

yA 
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Tinjauan: 
Semua titik-titik di sebelah kanan bidang yoz berabsis positif. 
Semua titik-titik di sebelah kiri bidang yoz berabsis negatif. 
Semua titik-titik pada bidang yoz berabsis nol. 
Semua titik-titik di depan bidang xoz berordinat positif. 
Semua titik-titik di belakang bidang xoz berordinat negatif. 
Semua titik-titik pada bidang xoz berordinat nol. 
Semua titik-titik di atas bidang xoy beraplikat positif. 
Semua titik-titik di bawah bidang xoy beraplikat negatif. 
Semua titik-titik pada bidang xoy beraplikat nol. 
Perhatikan Gb. 7 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
OA2 = 4  
A1A2 = 3 Maka koordinat titik A adalah A(4, 3, 5) 
AA1 = 5 

OB2 = 6 

B1B2 = 5 Maka koordinat titik B adalah B(6, 5, 6) 
BB1 = 6 

OC2 = 7 

C1C2 = 3 Maka koordinat titik C adalah C(7, 3, 4) 
CC1 = 4 

x 

y 

z 

O 

Gb 7 

A 

A2 

A1 

C 

C2 

C1 

B 

B2 

B1 
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Menentukan letak titik pada R3 dengan tata sumbu demikian disebut 
koordinat titik pada “Salib Sumbu Kartesius Siku-Siku”. 
Cara lain untuk menentukan letak suatu titik pada R3 dengan 
menggunakan “Sistem Koordinat Tabung” atau “Sistem Koordinat 
Silinder”. 
 
Perhatikan Gb. 8 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
A1 = proyeksi titik A pada bidang XOY. 

 1XOAm (arah positif) 

OA1 = r 

Maka letak titik A ditentukan oleh AA1, r, dan , dalam koordinat 

tabung adalah A(r, , AA1). 
 
Jika koordinat tabung tersebut diubah menjadi koordinat siku-siku, 
maka: 

Pada 12 AOA : 

OA2 = OA1 cos  = r cos  
 

A1A2 = OA1 sin  = r sin  
AA1 = zA 
 

Jadi, koordinat titik A adalah A (r cos , r sin , zA) 

x 

y 

z 

O 

A (r, , z) 
 

A2 

A1 

Gb 8 

r 
 
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Di samping itu kita juga mengenal “Sistem Kordinat Bola” atau “Sistem 
Koordinat Sferik” 
Perhatikan Gb. 9 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
OA = R 

1XOAm  =   (arah positif) 

ZOAm  (arah positif) 

Maka koordinat titik A yang dinyatakan dalam koordinat bola 
menjadi koordinat kartesius siku-siku adalah, maka: 
A1 = proyeksi titik A pada bidang xoy 
A2 = proyeksi titik A1 pada sumbu x 

Pada 1OAA  (siku-siku di A1): 

AA1 = OA cos 1OAA  atau AA1 = R cos  

OA1 = OA sin 1OAA  atau OA1 = R sin  

Pada 12 AOA (siku-siku pada A2): 

OA2 = OA1 cos 1XOA  atau  

OA2 = R sin  cos  atau OA2 = R cos  sin  

A1A2 = OA1 sin 1XOA  atau  

A1A2 = R sin  sin  atau A1A2 = R sin  sin    
Jadi koordinat titik A adalah: 

A (R cos  sin , R sin  sin , R cos ) 

 

x 

y 

z 

O 

A (R, , ) 

,  

A2 

A1 

Gb 9 

R 

 

 
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SOAL: 

1. Titik A dinyatakan dalam koordinat tabung A (7, 60 , 5). Nyata-
kan letak titik A tersebut dalam koordinat kartesius siku-siku 

2.  Titik B dinyatakan dalam koordinat bola B (6, 30 , 45 ). 
Nyatakanlah letak titik B tersebut dalam koordinat kartesius siku-
siku 
 

D. Jarak Dua Titik di R2 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Jika diketahui dua titik A dan B atau panjang AB  dilakukan cara berikut: 
Perhatikan Gb. 10 
A1 = proyeksi titik A pada sumbu x 
B1 = proyeksi titik B pada sumbu x 

C = proyeksi titik A pada 1BB  

Pada ABC  (siku-siku di C): 
222 BCACAB   (Dalil Pythagoras) 

 

   

 

 
22

22

222

2

11

2

11

2

2

11

2

11

2

)()(

)(

)(

yxABatau

yyxxAB

yyxxAB

AABBOAOBAB

CBBBBAAB

ABAB

ABAB











 

 x = selisih absis A dan B 

 y = selisih ordinat A dan B 

B1 O 

y 

x A1 

C 

B 

A 

Gb. 10 
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Contoh: 

Diketahui: titik-titik A dan B dengan koordinat A(3,1) dan B(3, 5).  

Hitunglah panjang AB   

Jawab:       A(3,1) dan B(3, 5) 

      Maka   6)3(3  AB xxx  

 415  AB yyy  

 Jadi, 1325246)()( 2222  yxAB  

 

E. Letak Titik di antara Dua Titik di R2 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Jika diketahui dua titik A dan B dengan posisi yang telah ditentukan. 
Maka koordinat titik P dapat dicari sebagai berikut: 
Misal AP : PB = m : n 
Perhatikan Gb. 11 
A1 = proyeksi titik A pada sumbu x 
B1 = proyeksi titik B pada sumbu x 
P1 = proyeksi titik P pada sumbu x 

C = proyeksi titik A pada 1BB  

D = titik potong AC  dan 1PP  

Pada ABC  (siku-siku di C), dan PD // BC  

Gb. 11 

B1 O 

y 

x A1 

C 

B 

A 

P m 

n 

P1 

D 
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Maka ABC  APD  (selidikilah!) 
 
Jadi AC : AD = BC : PD = AB : AP 
 

 Untuk AC : AD = AB : AP 

nm

nxmx
x

nxmxxnm

mxmxxnmxnm

mxxnmxx

mnmxxxx

mnmOAOPOAOB

mnmPABA

AB
P

ABP

ABAP

ABAP

APAB


















)(

)()(

)())((

:)()(:)(

:)()(:)(

:)(:

1111

1111

 

 Untuk BC : PD = AB : AP 

nm

nymy
y

nymyynm

mymynymyynm

myynmyy

mnmyyyy

mnmAAPPAABB

mnmDPPPCBBB

AB
P

ABP

ABAAP

ABAP

APAB


















)(

)(

)())((

:)()(:)(

:)()(:)(

:)()(:)(

1111

1111

 

Jadi, koordinat titik P adalah P 
















nm

nymy

nm

nxmx ABAB ,  

 

Jika titik P terletak pada pertengahan AB  berarti PA : PB = m : m 
karena m = n 

Jadi, 
2

AB
P

xx
x


  , 

2

AB
P

yy
y


  

Atau koordinat titik P adalah P 






 

2
,

2

ABAB yyxx
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Contoh: 
Diketahui titik-titik A dan B dengan koordinat A (4,3) dan B (2, 7). 

Ditanya:   koordinat titik tengah AB  

Jawab:     A (4,3) dan B (2, 7) 

    Misal T adalah titik tengah AB  

    Maka 3
2

24

2






 AB

T

xx
x  

 2
2

73

2






 AB

T

yy
y  

 Jadi, koordinat titik T adalah T (3, 2) 

 

 

F. Jarak Dua Titik di R3  
 

Perhatikan Gb. 12  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Jika diketahui dua titik A dan B, maka untuk menentukan jarak antara 

A dan B atau panjang AB  dilakukan cara berikut: 
A1 = proyeksi titik A pada bidang xoy 
B1 = proyeksi titik B pada bidang xoy 
A2 = proyeksi titik A1 pada sumbu x 
B2 = proyeksi titik B1 pada sumbu x 

S = proyeksi titik A pada 1BB  

x 

y 

z 

O 

A 

 

B 

 

Gb 12 

A1 

 

A2 

 

B1 

 

B2 

 

S 

 

T 
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T = proyeksi titik A1 pada 21BB  

Pada ABS  (siku-siku di S), menurut dalil pythagoras: 

  
 

 

  )1.(....................
22

11

2

2

11

2

11

2

2

11

2

11

2

222

AB zzBAAB

AABBBAAB

SBBBBAAB

BSASAB









       

Pada TBA 11  (siku-siku di T), menurut dalil pythagoras: 

  
 

   

    )2.(....................
222

11

2

2121

2

22

2

11

2

221

2

22

2

11

2

1

2

1

2

11

ABAB yyxxBA

AABBOAOBBA

TBBBBABA

TBTABA









    

Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh: 

       2222

ABABAB zzyyxxAB                                                                                                                                          

Jadi      222

ABABAB zzyyxxAB   

      222
zyxAB   

 

G. Letak Titik di antara Dua Titik di R3 
 

Perhatikan Gb 13 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x 

y 

z 

O 

A 

 

B 

 

Gb 13 

A1 

 

A2 

 

B1 

 

B2 

 

C 

 

E 

 

P 

 

P2 

 

P1 

 

m 

 

n 
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Jika diketahui dua titik A dan B serta titik P yang terletak di antara A 
dan B dengan posisi tertentu, maka koordinat titik P dapat ditentukan 
dengan cara berikut: 
Misal PA : PB = m : n 

A1 = proyeksi titik A pada bidang xoy 

B1 = proyeksi titik B pada bidang xoy 

P1 = proyeksi titik P pada bidang xoy 

C = proyeksi titik A pada 1BB  

D = titik potong AC  dan 1PP  

A2 = proyeksi titik A1 pada sumbu x 

B2 = proyeksi titik B1 pada sumbu x 

P2 = proyeksi titik P1 pada sumbu x 

E = proyeksi titik A1 pada 21BB  

F = titik potong EA1  dan 21PP  

A3 = proyeksi titik A1 pada sumbu y 

B3 = proyeksi titik B1 pada sumbu y 

P3 = proyeksi titik P1 pada sumbu y 

G = proyeksi A1 pada 31BB  

H = titik potong GA1  dan 31PP  

Perhatikan ABC  (siku-siku di C), PD // BC ,  

maka ABC  APD  (selidikilah!) 

Jadi, 
AP

AB

PD

BC

AD

AC
  

Untuk 
AP

AB

AD

AC
  
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  
 

 
 

    

 

  ABP

ABAAP

ABAP

AP

AB

nxmxxnm

mxmxnxmxxnm

xxmxxnm

m

nm

xx

xx

m

nm

OAOP

OAOB

m

nm

PA

BA

m

nm

FA

EA

m

nm

PA

BA
































22

22

22

22

1

1

11

11

 

 
nm

nxmx
x AB

P



  

Untuk 
m

nm

PA

BA 


11

11  

 

 
 

 
 

    

 

 

nm

nymy
y

nymyynm

mymynymyynm

yymyynm

m

nm

yy

yy

m

nm

OAOP

OAOB

m

nm

PA

BA

m

nm

HA

GA

AB
P

ABP

ABAAP

ABAP

AP

AB


































33

33

33

33

1

1
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Untuk 
AP

AB

PD

BC
  

 

 
 

 
 

 
 

    

 

 

nm

nzmz
Z

nzmzznm

mzmznzmzznm

zzmzznm

m

nm

zz

zz

m

nm

AAPP

AABB

m

nm

DPPP

CBBB

AB
P

ABP

ABAAP

ABAP

AP

AB




































11

11

11

11

 

 
Jadi, koordinat titik P adalah: 

 




















nm

nzmz

nm

nymy

nm

nxmx
P ABABAB ,,  

 

Jika titik P terletak pada pertengahan AB , maka PA : PB = m : m 
karena m = n 
Jadi,  

  
2

AB
P

xx
x


 ,  

2

AB
P

yy
y


  dan 

2

AB
P

zz
z


  

Maka, koordinat titik P adalah: 

 






 

2
,

2
,

2

ABABAB zzyyxx
P  

 

Contoh: 
Diketahui: A (3, 4, 1) dan B (2, 5, 3) 

Ditanyakan: Tentukan koordinat titik tengah AB  
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Jawab: 
2

1

2

32

2






 AB

T

xx
x    

 
2

1

2

45

2






 AB

T

yy
y   

 2
2

13

2






 AB

T

zz
z  

 Jadi, koordinat titik T adalah 







 2,

2

1
,

2

1
T  

 

SOAL: 

1. Diketahui: Titik-titik A (2, 5), B (3, 2), C (0, 3) yang membentuk 
ABC  

 Tentukan: a. Panjang sisi-sisi ABC . 
                       b. Panjang ketiga garis berat ABC , dan 
                       c. Koordinat titik berat ABC   

2. Diketahui: Titik-titik A (3, 2, 5), B (1, 3, 2), C (4, 3, 2) yang 
membentuk ABC  

 Tentukan: a. Panjang sisi-sisi ABC . 

                       b. Panjang ketiga garis berat ABC , dan 
                          c. Koordinat titik berat ABC  
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BAB II 
GARIS LURUS 

 
A. Garis Lurus di R2 

Persamaan linear dalam dua variable    dan , bentuk umumnya 
adalah: 

  , dengan m, n  R ….. (bentuk eksplisit), atau 

  , dengan   a, b, c  R ….. (bentuk implisit) 
Persamaan linear dalam dua variabel     dan   tersebut grafiknya 

pada sistem salib sumbu kartesius berupa garis lurus. 
 
Untuk membuktikannya dilakukan dengan cara sebagai berikut: 

Diketahui :   
Buktikan : grafik    adalah garis lurus. 
Bukti : Ambil sebarang 2 titik berbeda yang terletak pada  , 

misal titik A (xA, yA) dan titik B (xB, yB). Maka didapat: 
     ………….. (1) 
    dan   …………... (2) 
  Ambillah sebarang titik P yang terletak di antara A dan B.  
  Misal PA : PB = m : n 

Maka                     
nm

nxmx
x AB

p



  dan   

nm

nymy
y AB

p



   

Bila koordinat titik P memenuhi persamaan , maka titik P juga 
terletak pada . Berarti  tentu grafiknya berupa garis lurus. Bila titik 
P terletak pada garis , maka: 
   

0)a()a(

0aa

0)(c)(b)(a

0cba


















cbyxncbyxm

cncmybnybmxnxm

nmynymxnxm

nm

ynym

nm

xnxm

AABB

ABAB

ABAB

ABAB

 

 Menurut (1) dan (2) → 00.0.  nm  (benar) 
 Jadi, grafik  berupa garis lurus. 
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Dapat juga dibuktikan dengan cara berikut: 

(1) Ambillah pasangan terurut  cukup banyak yang 
memenuhi persaamaan  tersebut. 

(2) Anggaplah pasangan terurut  tersebut sebagai 
pasangan koordinat titik, dan lukislah titik itu pada sistem salib 
sumbu kartesius. 

(3) Hubungkanlah titik-titik tersebut yang satu dengan 
yang lain. Maka didapatlah grafik garis lurus itu. 

Kerjakan yang berikut ini: 

Dengan cara mengambil pasangan terurut yang cukup banyak, 
tunjukkan bahwa    grafiknya berupa garis lurus! 

 

B. Menggambar  Grafik Garis Lurus 
Jika diketahui persamaan garis lurus, maka menggambar  grafik 

garis lurus tersebut dilakukan cara berikut: 

1. Menentukan sebarang dua pasangan terurut yang memenuhi 
persamaan garis tersebut, 

2. Dua pasangan terurut itu digambar  sebagai dua koordinat titik 
pada sistem salib sumbu kartesius, 

3. Garis tersebut adalah garis yang melalui dua titik itu. 

Dua titik tersebut biasanya diambil sebagai titik potongnya 
dengan sumbu-sumbu koordinat. 

 

Contoh: 

Gambarlah grafik garis lurus yang persamaannya  

Jawab: 

  Untuk  → 

4042  yyx , maka titik potong garis g  dengan 

sumbu y adalah A (0,4) 

 Untuk  → 20402  xx  maka titik potong garis 
 dengan sumbu  adalah B (2, 0) 

 Maka garis  adalah garis yang melalui titik A dan B (Gb. 1) 
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Gb. 1 
 

C. Titik Potong Dua Garis Lurus 
Garis  dan   yang persamaannya adalah: 

   
   
 

Untuk menentukan koordinat titik potong garis-garis  dan  , 
dilakukan cara berikut ini: 
Misalkan P = titik potong   dan , maka titik P terletak pada garis , 
yang berarti koordinat titik P memenuhi persamaan garis , 
  ………………….. (1) 

Titik P juga terletak pada garis , yang berarti koordinat titik P 
mememnuhi persamaan garis , 
  ………………….. (2) 

Dari (1) dan (2), maka  dan  dapat ditentukan. Jadi didapatlah 
koordinat titik potong garis-garis  dan   tersebut.  
 
Contoh: 
Tentukanlah koordinat titik potong garis    dan 

 
Jawab: 
   ;  
 Misal A titik potong g1 dan g2, maka: 

 011  AAAA yxxy  ……………. (1) 

 042042  AAAA yxyx     ……………. (2) 

   1033  AA xx …..(3) 

B (2,0) 

x 

g y 

0 

A (0,-4) 
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 Substitusi persamaan (3) ke persamaan (1), didapat: 

 2011  AA yy          

 Jadi, titik potong  dan  adalah A (1, 2) 
SOAL: 
Diketahui: ,      
     dan    
  ,   

 jika   ,    dan     membentuk ABC  dengan  ,    
  dan   maka tentukan: 

1. Koordinat titik-titik sudut ABC  

2. Panjang sisi-sisi ABC  

3. Panjang ketiga garis berat ABC  

4. Koordinat titik berat ABC  
 

D. Gradien Garis Lurus 
Perhatikan garis  yang persamaannya   dengan m 

,n Є R 

Untuk x = 0    y = n, maka titik potong dengan sumbu y adalah A (0, 
n) 

Untuk y = 0  mx + n = 0  
m
nx  , maka titik potong dengan 

sumbu x adalah B (
m
n , 0) 

Misal  = sudut antara garis  dengan sumbu  (arah positif). 

Perhatikan OAB  (Gb. 2) 

Maka garis  adalah garis AB (Gb. 2) 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
Jadi,       
      tg  = m 

α 

A (0,n) 

x 

g 

y 

0 

B (
m

n
 ,0) 
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Definisi: 
 
 
 
 
Contoh: 
Tentukanlah sudut antara garis   dengan sumbu  
(arah positif) 
Jawab: 

   
2
3

2
1  xyg  

 maka gradien garis g, mg = 
2
1  

 Misal  = sudut antara garis g dengan sumbu x (arah positif) 

 Maka tg  = mg = 
2
1  

     
'3426

'34265,0







 tgtgtg
 

Jadi, sudut antara garis   dengan sumbu  adalah '3426  
 

E. Sudut Antara Dua Garis Lurus 
 Perhatikan Gb. 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Garis g membentuk sudut  dengan sumbu x (arah positif) 

Garis g membentuk sudut  dengan sumbu x (arah positif) 

Misal  = sudut antara g1 dan g2 

Gradien garis  adalah tangen sudut antara garis  dengan sumbu 

 (arah positif) 

x 
O 

Gb. 3 

α 

g2 
g1 

γ 

β 
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Maka    +  =   

       =  -  

      tg  = tg ( -  ) 

             
.tg tg1

β tgα tg
tgγ




  

Misal gradien garis g1 = mg1 dan gradien garis g2 = mg2 

maka tg  = mg1 dan tg  = mg2 

Jadi 

   

2g1g

21g

.mm1

mm
tgγ






g
 

Contoh: 
Diketahui:  garis g dan garis k dengan persamaan : 

 
 

 
Ditanyakan  : Hitunglah sudut antara garis g dan garis k 
Jawab  :                             
          

          

maka mg = 
2

1
 

       maka mk = 3 

Misal  = sudut antara  dan  , maka  

1

2

1
2

2

1
2

3.
2

1
1

3
2

1

.mm1

mm
 tg

kg

g















k
  

   =  arctg (-1) = 1350 , karena sudut yang dibentuk dua 

garis adalah lancip maka  =  (1800 – 1350) =  450  
Jadi sudut antara garis  dan  garis   adalah     450 

 

Tinjauan : 

Perhatikan Gb. 3 dan rumus 

2g1g

21g

.mm1

mm
tg






g
  
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1. Bila garis g1 tegak lurus garis g2, maka γ = 900 

 Jadi 

2g1g

21g 0

.mm1

mm
 09 tg






g
 

2g1g

21g

.mm1

mm
.






g
dt  

      1 + mg1. mg2 = 0 

      
g2

g1g2g1
m

1
matau  1m .m   

2. Bila garis g1 sejajar garis g2, maka γ = 00 

 Jadi 
g2g1

21g 0

.mm1

mm
 0 tg






g
 

2g1g

21g

.mm1

mm
0






g
 

 

 mg1 - mg2 = 0 
 

 mg1 = mg2 
 
 

F. Garis Lurus Melalui Sebuah Titik dan Diketahui 
Gradiennya 
Akan ditentukan persamaan gars lurus yang dinyatakan dalam 

gradiennya dan melalui sebuah titik tertentu. 
Misal garis g dengan gradien mg, dan melalui titik S, maka 

persamaan garis  g  ditentukan dengan cara sebagai berikut : 
Garis  g   dengan   gradien mg, persamaannya   adalah     g  y = mg x + 
n,  
n adalah bilangan real. 
Garis g melalui titik S, berarti koordinat titik S  memenuhi persamaan 
garis g. 

Maka  ys = mg xs + n  

    n = ys - mg xs  

    g   y- ys = mg x - mg xs 
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 Jadi     g  y- ys = mg (x - xs)      adalah persamaan  
 
garis g melalui titik S dengan  gradien mg 

 
Contoh: 
 

Diketahui : g  2x – y +3 = 0 
                   P (3,-1) 
Tentukan  : a. Persamaan garis lurus yang melalui titik P dan sejajar 

garis g 
                   b. Persamaan garis lurus yang melalui titik P dan tegak 

lurus garis g 
Jawab       :      g  2x – y +3 = 0 

          g  y = 2x + 3 
a.  Misal garis k dengan gradien mk dan melalui titik P  
 Maka persamaan garis k adalah 
 k  y - yp = mk (x - xp) 

   k  y + 1 = mk (x - 3) 
 Jika k // g, maka mk = mg = 2 
 Jadi k  y + 1 = 2 (x - 3) 

   k  y + 1 = 2x – 6 

   k  2x - y – 7 =0 
 

b. Misal garis l dengan gradien ml dan melalui titik P,  
 Maka persamaan garis l adalah 
 l  y - yp = ml (x - xp) 

   l  y + 1 = ml (x - 3) 

 Jika l tegak lurus g, maka  = 
gm

1
  = 

2

1
  

 Jadi l  y + 1 = 
2

1
  (x - 3) 

   l  y + 1 = 
2

1
 x + 

2

3
  

   l  
2

1
x + y - 

2

1
= 0 

   l  x + 2y – 1 =0 
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SOAL: 
1. Diketahui : garis-garis g dan k dengan persamaan : 

 l  2x – 2y – 3 = 0 
 k  y = 2x – 1 
 Tentukan: 

a. Sudut antara garis l dengan sumbu  dan garis k dengan 
sumbu  

b. Sudut antara garis l dan garis k  
2. Diketahui : garis-garis g1 dan g2 dengan persamaan : 

 g1  x – 2y – 4 = 0 
 g2  y = 2x + 3 
 Tentukan: 

a. Persamaan  garis yang melalui pusat salib sumbu 0 dan sejajar 
garis g1 

b. Persamaan garis yang melalui pusat salib sumbu 0 dan tegak 
lurus garis  g2 

c. Persamaan garis yang melalui titik potong g1 dan g2 dan tegak 
lurus garis g1 
 

G. Garis Lurus Melalui Dua Titik 
 Jika ditentukan titik A dan B maka persamaan garis lurus yang 
melalui dua titik A dan B tersebut dilakukan dengan cara berikut ini : 
Misal garis AB adalah y = mx + n  

Jadi AB  y = mx + n ................................................................ (1) 

A pada AB                  yA = mxA + n ......................................... (2) 

B pada AB                   yB = mxB + n .......................................... (3) 
 
Jika persamaan (1) dikurangi persamaan (2) diperoleh: 
 y - yA = (mx + n) – (mxA + n) 

  y - yA = mx - mxA  

  y - yA = m(x - xA) 

  
A

A

xx

yy




m    .......................................................... (4) 

Jika persamaan (3) dikurangi persamaan (2) diperoleh: 
  yB – yA = (mxB + n) – (mxA + n) 

  yB - yA = mxB - mxA  
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  yB - yA = m(xB - xA) 

  
AB

AB

xx

yy




m    ........................................................ (5) 

Dari persamaan (4) dan persamaan (5) diperoleh: 
 

                                 
AB

AB

A

A

xx

yy

xx

yy









m  

AB

A

AB

A

xx

xx

yy

yy









 

 

   adalah persamaan garis AB yang melalui   
        titik A  dan titik B 

Contoh : 
Tentukan persamaan garis lurus yang melalui titik A(-3,1) dan B(2,3) 
Jawab : 

Persamaan garis AB adalah     
AB

A

AB

A

xx

xx

yy

yy









AB  

      
5

)3(

2

1
       AB







xy
 

                3)2(  1)(5       AB  xy  

               62  55        AB  xy  

               01152        AB  y x  

SOAL: 
Diketahui: Titik-titik A(5,1), B(3,-5), dan C(2,2) membentuk segitiga 

ABC 
Tentukan:  1. Persamaan sisi segitiga ABC 
                  2. Persamaan ketiga garis berat segitiga ABC 
              3. Persamaan ketiga garis tinggi segitiga ABC 
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H. Persamaan Garis Lurus Dalam Bentuk Normal 
 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Perhatikan Gb. 4 

Titik S terletak pada garis g, dan  OS  tegak lurus garis g. 

Panjang segmen OS   = p 

OS   membentuk sudut  dengan sumbu  (arah positif) 
Dari pernyataan tersebut, maka garis g tertentu oleh besaran p dan α. 
Berarti persamaan garis g dapat dinyatakan oleh besaran p dan  α 
tersebut.  
 Untuk menentukan persamaan garis g dilakukan cara berikut : 
 Ambil sebarang titik P pada garis g  
 P1 = Proyeksi P pada sumbu  

 P2 = Proyeksi P1 pada OS   
 P3 = Proyeksi P pada P1 P2 

Pada ∆ PP1 P3                                    PP1 P3 = 900 -  OP1 P2   
Pada ∆ OP1 P2                                    OP1 P2 = 900 – α 
Jadi pada  ∆ PP1 P3                           PP1 P3 = 900 – ( 900 – α) 

             PP1 P3 = α 
    maka         PP3 = PP1 sin   PP1 P3 

          PP3 = yp sin α 

Dari SP2 = PP3      SP2 = yp sin α 
Pada ∆ OP1 P2                OP2 = OP1 cos α 
        OP2 = xp cos α 
sedangkan  OS = OP2 + SP2 
     p = xp cos α + yp sin α 

  xp cos α + yp sin α – p = 0 

g Gb 4 P1 

P3 

P

2 

S 

P 

x 

y 

O 
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Jika koordinat titik P  dijalankan, maka didapat persamaan garis g 
tersebut   

g  x cos α + y sin α – p = 0 adalah persamaan garis dalam bentuk 
normal. 

                    p = jarak dari titik 0 ke garis g 

 α = sudut antara normal garis g dengan sumbu x (arah positif) 

Jika garis g dinyatakan oleh persamaan : 

 g  ax + by +c = 0 

maka terdapat hubungan : 

λ
c

p

b

sinα

a

cosα



  

 cos α = λ a, sin α = λ b, -p = λ c 

maka cos2 α + sin2 α = 1 

 λ2a2 + λ2b2 =1 

 λ2(a2 + b2) =1 

 λ2 = 
22 ba

1


 

 λ =
22 ba

1


 

maka cos α = 
22 ba

a


, sin α = 

22 ba

b


 dan –p = λ c 

          

           p = - λ c 

          p = 
22 ba

c -


 

Contoh : 

Tentukan jarak titik pusat salib sumbu 0 ke garis  g  2x – y – 3 =0 

 

Jawab :  

Jarak dari O ke g  adalah  p = 
22 (-1)2

3


= 

5

3


= 5

5

3
  
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I. Jarak Titik dan Garis 
Perhatikan Gb. 5 
Untuk menentukan jarak titik P ke garis g  x cos α + y sin α – p = 0 
dilakukan dengan cara berikut : 
Melalui titik P dibuat garis g’ sejajar g. 
Misal jarak P ke g = d, maka jarak titik O ke g’ = p + d dan sudut antara 
normal g’ dengan sumbu  = sudut antara normal g dengan sumbu  = α 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

Jadi persamaan garis g adalah: 
  g  x cos α + y sin α – (p + d) = 0 
karena titik P terletak pada g, maka  
           xp cos α + yp sin α – p - d = 0 

   d =xp cos α + yp sin α – p 

    
Jika garis g dinyatakan dengan persamaan : 
 g  ax + by +c = 0, maka jarak titik P ke garis g adalah : 

  d = 
2222p22p

ba

c

ba

b
y

ba

a
x










 

 d = 
2222

p

22

p

ba

c

ba

by

ba

ax








 

d = 
22

pp

ba

cbyax




 

p d 

P 

y 

x 
g g’ 

Gb. 5 

O 
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Contoh : 
Dketahui: titik A(5,1), B(3,-5), dan C(2,2) membentuk ∆ABC. 
Tentukan panjang garis tinggi dari titik A 

Jawab:  Persamaan sisi BC adalah : 

   BC : 
cb

c

cb

c

xx

xx

yy

yy









 

 BC : 
23

2x

25-

2y









 

 BC : 
1

2x

7-

2y 



 

 BC :  2x72y   

 BC : 14x72y   

 BC : 016y  x 7   

Panjang garis tinggi dari titik A adalah jarak dari titik A ke BC  misal 
sama dengan d. Maka 

22

AA

17

16y7x




d

50

1617.5






50

20


 50

5

2
  

 

SOAL: 
1. Diketahui:  titik A(5,1), B(3,-5), dan C(2,2) yang membentuk 

∆ABC. 
      Tentukan: a. Jarak titik O ke sisi-sisi  ∆ABC 
                       b. Luas ∆ABC  
2. Diketahui: g   2x – y +3 = 0 
   k  x + 3y – 2 = 0 
      Tentukan: Persamaan garis bagi sudut antara g dan k 

 

J. Berkas Garis Lurus 
  Diketahui  garis g1 dan g2 dengan persamaan : 
   g1  a1 x + b1 y + c1 = 0 
   g2  a2 x + b2 y + c2 = 0 
 

dibentuk g1 + λ g2 = 0 dengan λR 
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              a1 x + b1 y + c1 +λ (a2 x + b2 y + c2) = 0 

 (a1 + λa2) x + (b1 +λb2) y + c1 + λc2 = 0 adalah persamaan  

             garis, yang memuat λ 

Berarti persamaan itu menyatakan garis-garis yang tak hingga banyak. 
Karena itu persamaan tersebut dinamakan ”Berkas Garis ” 

 

Tinjauan: 

a. Untuk setiap nilai λ didapat satu persamaan garis yang 
merupakan anggota berkas 

b. Garis-garis  g1 dan g2 disebut anggota dasar 

c. Berkas garis yang disusun oleh setiap dua anggotanya, 
ekivalen dengan berkas garis semula. (selidikilah) 

d. Jika anggota dasar g1 dan g2 berpotongan di titik P, maka 
semua anggota berkas tentu melalui titik P tersebut. 
(selidikilah) 

e. Jika anggota dasar g1 dan g2 saling sejajar, maka semua 
anggota berkas saling sejajar. (selidikilah) 

 

Contoh : 

Diketahui: g1    2 x + 3y – 4 = 0 

        g2   x – y + 1 = 0 

        T (5,2) 

Tentukan persamaan garis yang melalui titik potong g1 dan g2 dan 
melalui titik T 

Jawab: 

Persamaan garis yang melalui titik potong g1 dan g2 adalah berkas 
garis :   

  g1 + λ g2 = 0 

    2x + 3y – 4 + λ (x – y + 1) = 0 
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Jika garis itu melalui T, maka berlakulah : 

   2xT + 3yT – 4 + λ (xT – yT + 1) = 0 

   2.5 + 3.2 – 4 + λ (5 – 2 + 1 ) = 0 

   10 + 6 – 4 + λ.4 = 0 

   4λ = -12 

 λ = -3 

Jadi persamaan garis yang ditanyakan adalah : 
   2x + 3y – 4 – 3(x – y + 1) = 0 

   2x + 3y – 4 -3x + 3y -3 = 0 

 -x +6y -7 = 0 

SOAL: 

Segitiga ABC dibentuk oleh tiga garis  

  l   2x – y = 0, g   5x + 3y – 15 = 0 dan k   x + 5y – 1 = 0 

  A = titik potong l dan g  

  B = titik potong g dan k 

  C = titik potong l dan k 

1. Carilah persamaan garis tinggi dari titik A 

2. Tentukan tinggi segitiga ABC dengan alas  
3. Tentukan luas segitiga ABC 
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BAB III 
GARIS DAN BIDANG DI R3 

 

A. Sudut Arah Dan Bilangan Arah  di R3 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
Perhatikan Gb. 1 

Garis g membentuk sudut α dengan sumbu x, sudut β dengan sumbu 
y, sudut γ dengan sumbu z, maka sudut arah garis g ditulis dengan 
lambang [α, β, γ].  

Ambil titik P pada garis g.  

P1 = proyeksi P pada xoy 

P2 = proyeksi P1 pada sumbu x 

P3 = proyeksi P1 pada sumbu y 

S   = proyeksi P pada xoz 

P4 = proyeksi S pada sumbu z 

T  = proyeksi P pada yoz 

Pada ∆OP2P, siku-siku di P2 (selidikilah) 

maka           OP2 = OP cos α    

    cos α = 
OP

OP2 =
OP

xp
 

Pada ∆OP3P, siku-siku di P3 (selidikilah) 

maka          OP3 = OP cos β  

γ 

β 

α 
O 

z 

y 

P 

g 

x 

Gb 1 

P1 
P2 

P3 

P4 S 
T 
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    P1P2 = OP cos β  

    cos β = 
OP

PP 21 =
OP

yp
 

 
Pada ∆OP4P, siku-siku di P4 (selidikilah) 
 
maka         OP4 = OP cos γ    

  PP1 = OP cos γ  

 cos γ = 
OP

PP1 =
OP

zp
 

Dibentuk cos2 α  +  cos2 β  + cos2 γ  = 

1
)(

)(
)

z
()

y
()

x
(

2

2
2p2p2p


OP

OP

OPOPOP
 

Bilangan arah garis lurus adalah bilangan yang sebanding dengan 
cosinus sudut arah garis itu. 
Jika bilangan arah garis g ditulis dengan lambang [a, b, c], maka 
  a : b : c =  cos α : cos β : cos γ  
Misal cos α = λa, maka cos β = λb dan cos γ = λc 
Dari  cos2 α + cos2 β +cos2 γ = 1 

   λ2 a2 + λ2 b2 + λ2 c2 = 1 

   λ2 (a2 + b2 + c2 ) = 1 

    λ2 = 
222 c  b  a

1


 

     λ  = 
222 c ba

1


      Jadi 

 

 
 
 

 

cos α = 
222 c ba

a


 

cos β = 
222 c ba

b


 

cos γ = 
222 c ba

c


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   Jika bilangan arah garis k = [1,2,3]. Hitunglah sudut-sudut arah garis k 
Jawab:  Misal sudut arah garis k = [α, β, γ] sedangkan bilangan arah 
garis k = [1,2,3] 

Jadi cos α = 
222 3 21

1


= 

14

1


= 14

14

1
   

cos β = 
222 3 21

2


= 

14

2


= 14

7

1
  

cos γ = 
222 3 21

3


= 

14

3


= 14

14

3
  

Jadi  
sudut arah garis k  

= [arcos 14
14

1
 ,   arccos 14

7

1
 ,  arccos 14

14

3
 ]  

 

B. Sudut Antara Dua Garis di R3 
Jika sudut-sudut arah dua garis telah disebutkan maka kita dapat 

menentukan sudut antara dua garis tersebut. 
Perhatikan Gb 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sudut arah garis g1 = [α1, β1, γ1] 
Sudut arah garis g2 = [α2, β2, γ2] 

Maka sudut antara g1 dan g2 dihitung sebagai berikut : 

y Gb 2 

O 

z 

   P 

g1 

x 

P1 
P2 

P3 

g2 

θ 

P4 
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Misal sudut antara  g1 dan g2 adalah θ 

Ambil sebarang titik P pada g1 

P1 = proyeksi P pada xoy 

P2 = proyeksi P1 pada sumbu x 

Garis patah OP2P1P jika diproyeksikan pada garis g2 maka proyeksi itu 
sama dengan proyeksi ruas garis OP pada garis g2 (selidikilah) 

Sedangkan proyeksi garis patah OP2P1P pada garis g2 adalah : 

 OP2 cos α2 + OP3 cos β2 + OP4 cos γ2 

= OP2 cos α2 + P1P2 cos β2 + PP1 cos γ2 

= xP cos α2 + yP cos β2 + zP cos γ2 

= OP cos α1 cos α2 + OP cos β1 cos β2 + OP cos γ1 cos γ2 

=  OP (cos α1 cos α2 + cos β1 cos β2 + cos γ1 cos γ2) 

Dan proyeksi ruas garis OP pada garis g2 adalah  OP cos θ 

Jadi   OP cos θ = OP (cos α1 cos α2 + cos β1 cos β2 + cos γ1 cos γ2) 
 

 

Cos θ = (Cos α1 Cos α2 + Cos β1 Cos β2 + Cos γ1 Cos γ2) 
 

Jika bilangan arah garis g1 = [a1 ,b1 ,c1 ]  

dan bilangan arah garis g2 = [a2 ,b2 ,c2 ], maka 

2
2c 

2
2b

2
2a

2b

2
1c 

2
1b

2
1a

1b

2
2c 

2
2b

2
2a

2a

2
1c 

2
1b

2
1a

1a







Cos  

 

2
2c 

2
2b

2
2a

2c

2
1c 

2
1b

2
1a

1c



  

 

Cos θ = 
2
2

c 2
2

b2
2

a2
1

c 2
1

b2
1

a

2
c

1
c

2
b

1
b

2
a

1
a




 

 

 



Garis dan Bidang di R3 

 

 38 

 

Kemungkinan: 
 
1. Jika g1 tegak lurus g2, maka θ = 900 atau cos θ = 0, jadi 

     0 = 
2
2

c 2
2

b2
2

a2
1

c 2
1

b2
1

a

2
c

1
c

2
b

1
b

2
a

1
a




atau  

       

2
c

1
c

2
b

1
b

2
a

1
a  = 0 

 
2. Jika g1 sejajar g2, maka  α1 = α2 

      cos α1 = cos α2 

  
2
2

c 2
2

b2
2

a

2
a

2
1

c 2
1

b2
1

a

1
a







 

  
2
2

c 2
2

b2
2

a

2
1

c 2
1

b2
1

a

2
a

1
a




  

β1 = β2  cos β1 = cos β2 

  
2
2

c 2
2

b2
2

a

2
b

2
1

c 2
1

b2
1

a

1
b







 

  
2
2

c 2
2

b2
2

a

2
1

c 2
1

b2
1

a

2
b

1
b




  

γ1 = γ2  cos γ1 = cos γ2    

  
2
2

c 2
2

b2
2

a

2
c

2
1

c 2
1

b2
1

a

1
c







 

  
2
2

c 2
2

b2
2

a

2
1

c 2
1

b2
1

a

2
c

1
c




  
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Jadi  
2
2

c 2
2

b2
2

a

2
1

c 2
1

b2
1

a

2
c
1

c

2
b

1
b

2
a

1
a




  

Atau  

2
c
1

c

2
b

1
b

2
a

1
a

  

 
Soal: 

1. Bilangan arah garis l = [1, 3, 2] dan bilangan arah garis k = [2, 1, 3] 

Hitunglah sudut antara garis l dan garis k  

2. Bilangan arah garis l = [2, 1, 4] dan bilangan arah garis k = [1, 2, m] 

Jika l tegak lurus k, hitunglah m  

3. Bilangan arah garis g1 = [1,3,4] dan bilangan arah  

garis g2 = [2, 6, m].   Hitunglah m jika garis g1 sejajar garis g2   

 

C. Bidang Datar di R3 
Persamaan linier dalam 3 variabel x, y, dan z yang bentuk 

umumnya adalah Ax + By + Cz +D = 0, grafiknya pada salib sumbu 
kartesius merupakan bidang datar. 

Untuk membuktikannya dilakukan cara berikut:  

Tentukan 2 titik sebarang yang terletak pada grafik itu. Kemudian kita 
tetapkan sebuah titik yang terletak diantara 2 titik tersebut. Jika titik 
ketiga ini juga terletak pada grafiknya. Maka tentulah grafik itu 
merupakan bidang datar. 

Misal V    Ax + By + Cz + D = 0 

Jika titik M dan N terletak pada V, maka  

AxM + ByM + Czm + D = 0 ......................................................... (1) 

AxN + ByN + CzN + D = 0 .......................................................... (2) 

Jika titik T terletak diantara titik-titik M dan N, dan TM : TN = λ : 1 

 xT = 
1λ

xλx MN




,  yT = 

1λ

yλy MN




,  dan zT = 

1λ

zλz MN




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Diselidiki posisi titik T terhadap V : 
AxT + ByT + CzT +D  

= 
 

1λ

1)D(λ)zC(λ()yB(λ(xλxA MNMNMN




 

   = 
 

1λ

D)CzBy(AxDCzByAx λ MMMNNN




 

Menurut (1) dan (2) didapat: 
1λ

00 λ.




=0 

 
Berarti koordinat titik T memenuhi persamaan V. Jadi titik T terletak 
pada V. Maka V yang persamaannya adalah persamaan linier dalam 
variabel x, y, dan z tersebut, grafiknya merupakan bidang datar. 
 
Contoh: 
1. Diketahui: V 2x – y + 3z – 4 = 0 
    Tentukan titik-titik potong V dengan sumbu koordinat. 
2. Diketahui: P(-3, 1, 0), Q(2, 3, 1), R(1, 2, 3) 
    Tentukan persamaan bidang yang melalui titik P, Q, dan R. 
 
Jawab 
 
1. V 2x – y + 3z – 4 = 0 
    Misal A = titik potong V dengan sumbu x, maka  
 

    2xA – yA + 3zA – 4 = 0        2xA – 4 = 0 

    yA = 0, zA = 0                       xA = 2 
 
    Jadi titik potong V dengan sumbu x adalah A (2, 0, 0) 
     
    Misal B = titik potong V dengan sumbu y, maka  
 

    2xB – yB + 3zB – 4 = 0        -yB – 4 = 0 

    xB = 0, zB = 0                       yB = -4 
 
    Jadi titik potong V dengan sumbu y adalah B (0, -4, 0) 
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    Misal C = titik potong V dengan sumbu z, maka 

 

    2xC – yC + 3zC – 4 = 0       3zC – 4 = 0 

    xC = 0, yC = 0                     zC = 
3

4
 

     Jadi titik potong V dengan sumbu z adalah C (0, 0, 
3

4
) 

 

2.  Misal W   Ax + By + Cz + D = 0 adalah bidang yang melalui titik 
P,   Q, dan R   maka  

    AxP + ByP + CzP + D = 0  -3A + B + D = 0 ………………. (1) 

    AxQ + ByQ + CzQ + D = 0  2A + 3B + C + D = 0 ………... (2) 

    AxR + ByR + CzR + D = 0  A + 2B + 3C + D = 0 ………... (3) 

 

Dari persamaan (1), (2) dan (3):  

Persamaan (2) dikali 3 →  6A + 9B + 3C + 3D = 0 

Persamaan (3)           →      A + 2B + 3C + D = 0 

                                

                                              5A + 7B + 2D = 0 ..…………………… .. (4) 

 

 Persamaan (4)                     5A + 7B + 2D = 0 

Persamaan (1) dikali 2 →   -6A + 2B + 2D = 0      

                11A + 5B  = 0  

                         A =
11

5
 B 

                      → -3. 
11

5
 B + B + D = 0 

                                          
11

15
B + B + D = 0   

            D =
11

26
 B 

 → 2.
11

5
 B + 3B + C + (

11

26
 )B = 0 
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11

10
 B + 3B + C + (

11

26
 )B = 0  

         C = 
11

3
B 

Jadi  W   Ax + By + Cz + D = 0 

 W   
11

5
 Bx + By +

11

3
Bz + (

11

26
 )B = 0 

 W   5x - 11y - 3z  + 26 = 0 
 
Soal: 
1. Tentukan karakteristik dari bidang yang persamaannya adalah : 

a.  V1 2x – y + 5z = 0 
b. V2 3x + 2y - 3 = 0 
c. V3  x –2z = 0 
d. V4 2x –5 = 0 

2. Tentukan persamaan bidang yang melalui titik-titik P(1, 2, -3),       
Q(3, 1, 4) dan pusat salib sumbu O. 

3. Tentukan persamaan bidang yang memotong sumbu-sumbu 
koordinat di titik P(3, 0, 0), Q(0, 4, 0) dan R(0, 0, 2) 

4. Diketahui: W   2x – y +3z -1 = 0 
   V x + y - 2z + 3 = 0 
 Tentukan koordinat titik sekutu W dan V yang berabsis 3 
 

D. Persamaan Bidang Dalam Bentuk Normal   
(Persamaan Normal Hess) 

 
Perhatikan Gb.3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

O 

z 

y 

P 

x 

Gb 3 

P1 

P2 

S 

W 
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Pada bidang W, titik S pada . Garis OS  tegak lurus bidang W. Sudut 

arah  OS  = [α, β, γ]. Panjang OS  = p 
Dari pernyataan tersebut maka bidang w tertentu oleh besaran-
besaran α,β,γ  dan p.  
Berarti persamaan bidang W dapat dinyatakan oleh besaran-besaran 
tersebut. 
Untuk memperoleh persamaan bidang W dilakukan cara berikut : 
Ambil sebarang titik P yang terletak pada bidang W,  
P1 = proyeksi P pada xoy 
P2 = proyeksi P1 pada sumbu x 
maka proyeksi garis patah OP2P1P pada OS = proyeksi OP pada OS 
(selidikilah) 
Jadi OP2 cos α + P1P2 cos β + PP1 cos γ = OS = p 

    xP cos α + yP cos β + zp cos γ =  p 

 xP cos α + yP cos β + zp cos γ – p = 0 
Jika koordinat titik P dijalankan , terdapatlah persamaan bidang W 
tersebut 

 
W  x cos α + y cos β + z cos γ – p = 0 
 

   
adalah persamaan bidang W dalam bentuk normal 
p = jarak pusat salib sumbu O ke bidang W 
[α, β, γ] = sudut arah garis normal pada bidang W 
Jika bidang W dinyatakan oleh persamaan  
W   Ax + By +Cz +D = 0, maka terdapatlah hubungan  
 

D

p

C

γcos

B

  cos

A

αcos 



 

misal perbandinan tersebut bernilai   λ maka  
  
          cos α = λ A 
          cos β = λ B        cos2 α + cos2 β + cos2 γ = λ2 (A2 + B2 + C2) 
          cos γ = λ C                                              1 = λ2 (A2 + B2 + C2) 

               -p = λ D                                              λ = 
222 CBA

1


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          Karena p = - λ D 

p = 
222 CBA

D-


, adalah jarak pusat salib sumbu O ke bidang W 

 
Sedangkan sudut arah garis normal bidang W dihitung dari 
 

  cos α = 
222 CBA

A


 

  cos β = 
222 CBA

B


 

  cos γ = 
222 CBA

C


 

 
 
Definisi: Yang dimaksud dengan sudut arah sebuah bidang, adalah 

sudut arah garis normal bidang tersebut. Jadi sudut arah 
bidang w adalah [α, β, γ]  

 

E. Sudut Antara Dua Bidang  
Definisi :  
Sudut antara dua bidang adalah sudut antara garis normal bidang 

yang satu dan garis normal bidang yang lain. 
 
Perhatikan Gb. 4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

S 

V1 

V2 
W 

n1 

n2 θ 

Gb 4 
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Bidang-bidang V1 dan V2 berpotongan pada garis potongnya (V1, V2) 

Bidang W memotong tegak lurus bidang-bidang V1 dan V2  

Garis n1 terletak pada W, dan memotong tegak lurus (V1, W) 

Garis n2 terletak pada W, dan memotong tegak lurus (V2, W) 

n1 dan n2 berpotongan di titik S dan membentuk sudut θ 

Sudut antara V1 dan V2 adalah sudut yang dibentuk oleh  (V1, W) dan  

(V2, W) atau pelurusnya sudut tersebut yaitu sudut yang dibentuk 
oleh n1 dan n2 (θ) 

Sedangkan n1 adalah garis normal bidang V1 dan n2 adalah garis 
normal bidang V2 . 

Jadi sudut antara V1 dan V2 adalah sudut antara garis normal V1 dan 
garis normal V2. 

Jika persamaan bidang-bidang V1 dan V2 adalah 

V1 x cos α1 + y cos β1 + cos γ1 –p1 = 0 

V2    x cos α2 + y cos β2 + cos γ2 –p2 = 0 

maka sudut-sudut arah garis normal V1 adalah [α1, β1, γ1] dan   sudut-
sudut arah garis normal V2 adalah [α2, β2, γ2] 

Misal sudut antara V1 dan V2 adalah θ, maka 
 

 
cos θ = cos α1.cos α2 + cos β1 .cos β2 + cos γ1 .cos γ2  

 

Bilangan arah bidang datar adalah bilangan arah garis normal bidang 
itu  Misal bidang V  Ax + By + Cz + D = 0 sudut arahnya adalah                 
[α, β, γ],  maka : 

cos α = 
222 CBA

A


 

cos β = 
222 CBA

B


 

cos γ = 
222 CBA

C

  
 
Jika bilangan arah V adalah [A, B, C], maka terdapat hubungan  
cos α : cos β : cos γ   = A : B : C    
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Jika bidang-bidang V1 dan V2 masing-masing dinyatakan dalam 
persamaan :  
V1   A1x + B1y + C1z + D1 = 0 
V2  A2x + B2y + C2z + D2 = 0 
maka sudut antara V1 dan V2 adalah : 
cos θ = 

2

2C 
2

2B
2

2A

2C

2

1C 
2

1B
2

1A

1C

2

2C 
2

2B
2

2A

2B

2

1C 
2

1B
2

1A

1B

2

2C 
2

2B
2

2A

2A

2

1C 
2

1B
2

1A

1A











 

 cos θ =
2
2

C 2
2

B2
2

A2
1

C 2
1

B2
1

A

2
C

1
C

2
B

1
B

2
A

1
A




 

Kemungkinan: 
 
1)  Jika V1 tegak lurus V2, maka θ = 900 atau cos θ = cos 900 = 0 

 

           Jadi 0 =  
2
2

C 2
2

B2
2

A2
1

C 2
1

B2
1

A

2
C

1
C

2
B

1
B

2
A

1
A




 

              atau  

0
2

C
1

C
2

B
1

B
2

A
1

A   

   
 
2)  Jika V1 sejajar V2, maka  
 

α1 = α2  cos α1 = cos α2  

 
2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

1

CBA

A

CBA

A





 

 
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

CBA

CBA

A

A






 
 

β1 = β 2  cos β 1 = cos β 2  
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 
2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

1

CBA

B

CBA

B





 

 
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

CBA

CBA

B

B






 
 

γ1 = γ2  cos γ 1 = cos γ 2  

 
2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

1

CBA

C

CBA

C





 

 
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

CBA

CBA

C

C




  

Jadi  
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
   

 
 

F. Persamaan Bidang Melalui Sebuah Titik dan 
Bilangan Arah Tertentu 
 
Bidang dapat ditentukan persamaannya, jika diketahui bilangan 

arahnya dan melalui sebuah titik tertentu. 
Bidang V bilangan arahnya adalah  [A, B, C]  maka  persamaannya    
     V Ax + By + Cz + D = 0  

Bidang V melalui titik P, maka didapatlah 

Axp + Byp + Czp + D = 0  D = -Axp - Byp - Czp 

Jadi persamaan bidang V adalah  
V   Ax + By + Cz + (-Axp - Byp - Czp) = 0 atau 
 

 
V  A(x - xp) + B(y - yp) + C(z - zp) = 0 
 

 

V adalah persamaan bidang yang melalui titik P dengan bilangan 
arahnya [A, B,C] 
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Contoh: 
1. Diketahui :  V1  3x - 6y - 2z = 15 
      V2 2x + y - 2z = 5 
Tentukan besar  sudut antara V1 dan V2  
 
2. Diketahui  : W  2x + 3y + 5z – 10 = 0 
       P (1,2,-1) 
     Tentukan: a.  Persamaan bidang yang melalui titik P dan sejajar        

bidang W 
 b.  Persamaan bidang yang melalui titik P dan titik 

pusat  salib sumbu O dan tegak lurus bidang W  
 
Jawab:  
1) V1  3x - 6y - 2z = 15 
    V2  2x + y - 2z = 5 
Misal sudut antara V1 dan V2 adalah θ, maka 

cos θ  =
2(-2) 21222(-2) 2(-6)23

)2).(2(1).6(3.2




  

 = 
949

466




   

 = 
21

4


 

 = 0.190476  

 θ = arc cos 0.190476 
 
2.     W 2x + 3y + 5z – 10 = 0 
        P (1,2,-1) 
a.  Misal bidang U dengan bilangan arah [A,B,C] dan melalui titik P, 

maka persamaan bidang U adalah  
 U  A(x -xp) + B(y - yp) + C(z - zp) = 0 

   U  A(x -1) + B(y - 2) + C(z +1) = 0 

   U  Ax + By + Cz - A - 2B + C = 0 
karena U sejajar W, maka 

532

CBA
 , maka nilai perbandingan ini = λ 
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maka A = 2λ, B = 3λ, dan C = 5 λ 
 
Jadi persamaan U adalah U             2 λx + 3 λy + 5 λz - 2λ - 6λ + 5λ = 0 

 U  2 λx + 3 λy + 5 λz - 3λ = 0 

 U  2 x + 3 y + 5 z - 3 = 0 
 

b. Misal bidang V dengan bilangan arah [A,B,C] dan melalui titik P, 
maka persamaan bidang V adalah   

c. V   A(x - xp) + B(y - yp) + C(z - zp) = 0 

 V  Ax + By + Cz - Axp - Byp - Czp 
= 0 

 V Ax + By + Cz – A.1 – B.2 – C.(-
1) = 0 

 V  Ax + By + Cz – A – 2B + C = 0 
juga melalui titik pusat salib sumbu O, maka   

V  Ax0 + By0 + Cz0 – A – 2B + C = 0 

       – A – 2B + C = 0………………….(1) 
tegak lurus W, maka 2A + 3B + 5C = 0………………….(2) 
persamaaan (1)  dikali 2  – 2A – 4B + 2C = 0 
Persamaan (2)                 2A + 3B + 5C = 0     + 
                                                   

                                                -B + 7C  = 0       B = 7C 
Substitusi ke persaamaan (1)                   

                            -A - 2.7C +C = 0       A = -13C 
 
Jadi persamaan bidang V adalah  

V  -13Cx + 7Cy + Cz + 13C – 2.7C + C = 0 

       V   13Cx + 7Cy + Cz = 0 

     V  13x + 7y + z = 0 
 

Soal: 
1. Tentukan besar sudut antara bidang-bidang     W1 x + 2y + 2z = 5     

dan     W2  3x + 5y + 2z = 8 
2. Tentukan persamaan bidang yang melalui titik P (-1,3,2) dan 

sejajar bidang U  3x + 5y + 2z – 8 = 0 
3. Tentukan persamaan bidang yang melalui titik P (-1,3,2) dan tegak 

lurus bidang-bidang W1  x + 2y + 2z = 5 dan W2  3x + 5y + 2z = 8 
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G.  Jarak Titik Ke Bidang Datar 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Jika diketahui sebuah bidang dan sebuah titik, maka jarak titik ke 
bidang tersebut dihitung sebagai berikut: 

Bidang V dinyatakan oleh persamaan  

V x cos α + y cos β + z cos γ – p = 0   

Misal jarak titik P ke bidang V adalah d 

Buatlah bidang W yang melalui P dan sejajar V, maka jarak titik pusat 
salib sumbu O ke W = p + d 

Sudut arah bidang W = sudut arah bidang V = [α, β, γ] 

Jadi persamaan bidang W adalah  

W  x cos α + y cos β + z cos γ – (p + d) = 0  

Titik P terletak pada bidang W, maka : 

         xp cos α + yp cos β + zp cos γ – (p + d) = 0 

 d = xp cos α + yp cos β + zp cos γ – p 

 

Jadi jarak titik P terhadap bidang V  xp cos α + yp cos β + zp cos 
γ – p = 0 

adalah : 

d =  p- cos cos cos  PpP zyx  

 

O 

z 

y 

P 

x 

Gb 5 

W V 

p 

d 
d 
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Jika bidang V dinyatakan oleh persamaan  
  V  Ax + By + Cz + D = 0, maka jarak titik P terhadap 
bidang V adalah  


















222

-
222222222

 

CBA

D

CBA

C

P
z

CBA

B
py

CBA

A

P
xd

 







222

D 

CBA

P
Cz

p
By

P
Ax

d  

 
Contoh: 
1) Tentukan jarak titik P (1,2,3) ke bidang W  x – y + 2z – 1 = 0 
2) Tentukan    jarak   antara bidang V1  x - 2y + 3z -1 = 0   dan      

bidang           V2 2x – 4y + 6z + 5 = 0 
 
Jawab: 
1) W  x - y + 2z – 1 = 0 

Jarak titik P (1,2,3) ke W adalah 

d = 





222)1(21

12 - 
P

z
p

y
P

x
 = 





6

13.22 - 1
= 

 6

4
= 6

3

2
 

2) V1  x - 2y + 3z -1 = 0    
V2  2x – 4y + 6z + 5 = 0 

Perbandingan koefisien x pada V1 dan  V2 = 
2

1
 

Perbandingan koefisien y pada V1 dan  V2 = 
4

2




 

Perbandingan koefisien z pada V1 dan  V2 = 
6

3
 

sedangkan 
2

1
=

4

2




=

6

3
 

Jadi V1 sejajar  V2 

Jarak bidang V1 ke bidang V2 dicari sebagai berikut : 
Ambil titik A (0,0, zA) pada bidang V1, maka 
xA – 2yA + 3zA - 1 = 0 
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 3zA = 1  zA = 
3

1
 

       Jarak bidang V1 ke bidang V2 = Jarak A (0,0, 
3

1
) ke bidang V2= d 

   






262)4(22

564  - 2
AA

zy
A

x
d = 





56

52 = 
 14

7

2
= 14

4

1
 

 
Soal: 
1. Tentukan jarak titik A (-1,2,3) ke bidang V   2x + y +2z - 1 =0 
2. Tentukan jarak bidang V1   x - 2y + z -1 = 0   dan  bidang  
      V2   3x – 6y + 3z + 5 = 0 
3. Tentukan koordinat titik P pada sumbu x yang berjarak 5 ke 

bidang W   2x – y + 2z – 5 =0. 
4. Diketahui    V   2x – y + 2z + 5 = 0   dan W    x + 2y + z - 3 = 0 

Tentukan Persamaan bidang bagi sudut antara V dan W (bidang  
bisektris) 
 

H. Berkas Bidang Datar 
Jika diketahui persamaan 2 bidang V1 dan V2,  
V1  A1x + B1y + C1z +D1 = 0    
V2   A2x + B2y + C2z +D2 = 0 
maka persamaan V  V1+λ V2 = 0, λ Є Bilangan Real 
atau  A1x + B1y + C1z +D1 + λ (A2x + B2y + C2z +D2) = 0 

 (A1+ λA2)x + (B1 + λB2)y + (C1 + λC2)z +D1 +λD2 = 0 
adalah persamaan bidang datar juga. 
Karena persamaan tersebut memuat λ Є R, maka persamaan itu 
menyatakan bidang datar yang tak higga banyak dan disebut 
Berkas Bidang 
 

Kemungkinan: 
1. Untuk sebuah nilai λ didapat satu persamaan bidang, yang 

merupakan anggota berkas sedangkan V1 dan V2 disebut anggota 
dasar 

2. Berkas bidang yang disusun oleh setiap 2 anggotanya adalah 
ekivalen dengan berkas bidang semula (selidikilah) 
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3. Jika anggota dasarnya V1 dan V2 berpotongan pada garis 
potongnya (V1,V2), maka semua anggota berkas tentu melalui garis 
potong (V1,V2) tersebut. 

 
Bukti : 
Perhatikan Gb 6 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ambil sebarang titik P pada (V1,V2), berarti titik P terletak pada  

V1→ A1xP + B1yP + C1zP +D1 = 0 ..........................(1) 

dan titik P terletak pada 

V2→ A2xP + B2yP + C2zP +D2 = 0 ..........................(2) 

Diselidiki posisi titik P terhadap berkas bidang V1+λ V2 = 0 atau 

A1xP + B1yP + C1zP +D1 + λ (A2xP + B2yP + C2zP +D2) = 0 

menurut (1) dan (2) → 0+λ 0 = 0 

(persamaan ini bernilai benar) 

Maka koordinat titik P memenuhi persamaan berkas V1+λ V2 = 0 

Sedangkan titik P terletak pada (V1,V2) 

Berarti setiap anggota berkas tentu melalui (V1,V2)  

Jika anggota dasarnya V1 dan V2 sejajar, maka semua anggota berkas 
saling sejajar (selidikilah) 

 

Contoh:  

1. Tentukan persamaan bidang yang melalui titik A (3,2,1) dan garis 
potong bidang V1   2x + 3y + z +12 = 0 dan V2   x - 4y + z - 10 = 0 

2. Tentukan persamaan bidang yang melalui garis potong   

V1  x - 3y + z - 7 = 0      dan V2  2x - y + 3z - 5 = 0    dan tegak 
lurus  bidang    V3   x + 2y + 3z +7 = 0 

Gb 6 

V1 

V2 

V3 

P 
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Jawab: 
1.  Persamaan bidang yang melalui garis potong V1 dan V2 adalah 

W   V1+ λV2 = 0  W   2x + 3y + z +12 + λ(x - 4y + z – 10) = 0 
Bidang W melalui titik A, maka     
2xA + 3yA + zA +12 + λ(xA - 4yA+ zA – 10) = 0 

 2.3+ 3.2 + 1 +12 + λ(3 – 4.2 + 1 – 10) = 0 
25 + λ.-14 = 0 

14 λ = 25, λ = 
14

25
 

Jadi persamaan bidang W adalah  

W  2x + 3y + z +12 + 
14

25
 (x - 4y+ z – 10) = 0 

W  28x + 42y + 14z +168 + 25x - 100y + 25z – 250 = 0 
W  53x - 58y + 39z - 82 = 0  

2. Misal bidang W melalui garis potong V1 dan V2 maka  
W  V1+ λV2 = 0 

 W x - 3y + z - 7 + λ(2x - y + 3z – 5) = 0 
W  (1 +2 λ )x +( -3 - λ )y + (1 + 3λ)z - 7 - 5λ = 0 
Bidang W tegak lurus bidang V3, maka 
(1 +2 λ )1 +( -3 - λ )2 + (1 + 3λ)3 = 0 
1 +2 λ  - 6 - 2λ + 3 + 9λ = 0 

9λ – 2 = 0, λ = 
9

2
 

Jadi persamaan bidang W adalah 

(1 +2.
9

2
 )x +( -3 - 

9

2
 )y + (1 + 3. 

9

2
)z – 7 – 5. 

9

2
 = 0 

 

W  1
9

4
 x - 3

9

2
y + 1

3

2
z – 8

9

1
 = 0 

W 13 x - 29y + 15z – 73 = 0 
 

Soal:  
1. Tentukan persamaan bidang yang melalui garis potong bidang-

bidang V1   2x - y + 3z - 5 = 0 dan V2   x + 2y + 3z + 7 = 0 dan 
melalui pusat salib sumbu O 
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2. Diketahui:  V  2x + 3y + z +2 = 0  

 W  x – 3y + 2z – 5 = 0 
Tentukan persamaan bidang yang melalui garis potong V dan W      
                        dan tegak lurus U  x - 2y + 2z + 1 = 0  

3. Diketahui  U   x + y - 3z +2 = 0 dan P (3,1,-2) 
Tentukan Persamaan bidang yang melalui garis potong bidang U  
                   dan bidang xoy dan melalui titik P 

4. Tentukan persamaan bidang yang melalui garis potong bidang-
bidang         V1  2x + 3y + z - 4 = 0 dan V2   x + y + z + 1 = 0 dan 
tegak lurus bidang xoy 

 
I. Persamaan Garis di R3 

Garis lurus pada R3 dinyatakan oleh 2 bidang datar.  
Perhatikan Gb 7  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Garis g dinyatakan oleh 2 bidang V1 dan V2 yang ditulis dengan 
lambang  










0

0

22222

11111

DzCyBxAV

DzCyBxAV
g   

n1 = garis normal V1 

n2 = garis normal V2 

Jika garis g tegak lurus n1 dan tegak lurus n2. 
Misal bilangan arah g = [a,b,c], maka didapat hubungan :  

aA1 + bB1 + cC1 = 0 .............(1)   

P 

V1 

V2 
W 

n1 

n2 

Gb 7 

g 
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aA2 + bB2 + cC2 = 0 .............(2) 
menurut (1) dan (2) maka bilangan arah garis g = [a,b,c] 
selanjutnya tentukan sebarang titik P pada g berlakulah   

A1xP + B1yP + C1zP + D1 = 0 .............(3)   
A2xP + B2yP + C2zP + D2 = 0 .............(4) 

pada (3) dan (4) dengan mengambil sebarang nilai untuk xP,yP atau zP 
didapatlah koordinat titik P 
Maka persamaan garis g dapat dinyatakan dalam bentuk  

 g   
c

zz

b

yy

a

xx PPP 






 

 

Contoh: 
1. Tentukanlah bilangan arah garis g yang dinyakan oleh persamaan 










022

0132

2

1

zyxV

zyxV
g   

2. Tentukan persamaan garis lurus yang melalui titik P (3,-1,4) 
dengan bilangan arah [3,-1,2]  

 
Jawab: 

1) 









022

0132

2

1

zyxV

zyxV
g  

Misal bilangan arah garis g = [a,b,c] 

                                            Berarti g tegak dengan garis normal 1V   

                                                                        maka 1.a + b.-2 + c.3 = 0 
                                            a - 2b + 3c = 0.............(1) 

                                           dan g tegak dengan garis normal 2V   

                                             2.a + b.(-1) + c.1 = 0 
                                           2a – b + c = 0 ..............(2) 

Persamaan (1) dikali  2 → 2a - 4b + 6c = 0 
     Persamaan (2)             →    2a – b + c = 0 

                              - 3b + 5c = 0 , c = 
5

3
b 

                                   a – 2b + 3. 
5

3
b = 0, a – 2b +  

5

9
b = 0 
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                                        a =  
5

1
b   

jadi bilangan arah garis g = [
5

1
b,b, 

5

3
b]=[1,5,3] 

2) Garis g melalui titik P (3,-1,4) dan bilangan arahnya [3,-1,2], maka   
persamaan garis g   

                                         
213

PPP zzyyxx
g










  

                                        
2

4

1

1

3

3 










zyx
g  

 
Soal: 
1. Tentukan Cosinus sudut arah garis g yang persamaannya  










624

132

2

1

zyxV

zyxV
g  

2. Diketahui garis g1 dan g2 yang persamaannya:  

       

1

1

2

3

3

1
1












zyx
g

 

        
6

43

8

32

6

2
2










zyx
g  

    Selidikilah kedudukan garis g1 dan g2 tersebut 
3. Diketahui garis k1 dan k2 yang persamaannya 

      








0322

0232

2

1

1
zyxW

zyxW
k  

     4

2

3

3

2

1
2










zyx
k  

  Tentukan sudut antara garis k1 dan k2 
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BAB IV 
TEMPAT KEDUDUKAN 

 
A. Definisi Tempat Kedudukan 

Tempat Kedudukan adalah himpunan titik-titik yang mempunyai 
syarat tertentu. Ada  tiga  cara untuk mencari persamaan tempat 
kedudukan yaitu:  
 1. menjalankan titik 
 2. Menggunakan parameter 
 3. Gabungan menjalankan titik dan menggunakan parameter 
 

1. Menjalankan Titik  
Langkah:  (i) Ambil sebarang titik (x0, y0) yang memenuhi  

persyaratan 

     (ii) Cari hubungan x0 dan y0  
      (iii) Jalankan (x0, y0) artinya x0 diganti dengan x dan y0 
diganti dengan y 
 
Contoh: 
Tentukan  tempat  kedudukan titik-titik yang berjarak sama dari titik 
P(4, 3) dan Q(2, 1) 
Jawab: 

(i)  Ambil sebarang titik T(xT, yT) 
(ii)  PT = QT 

 

        2222 )()()()( QTQTPTPT yyxxyyxx   

 2222 )1()2()3()4(  TTTT yxyx  

 2222 )1()2()3()4(  TTTT yxyx  

 

0124496168
2222

 TTTTTTTT yyxxyyxx  

 02044  TT yx  

         05  TT yx  
(iii)   T(xT, yT) dijalankan sehingga diperoleh: x + y – 5 = 0 
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Jadi tempat kedudukan titik-titik yang berjarak sama terhadap 
titik P dan Q adalah garis dengan persamaan x + y – 5 = 0   (garis 

tersebut tegak lurus dengan PQ ). 

  

2. Menggunakan Parameter 
      Langkah: (i) Ambil satu atau lebih parameter (penentu 

persamaan) 

(ii)    Cari hubungan variabel misal x, y dan parameter 
berdasarkan syarat  yang sudah  diketahui  

(iii)   Eliminir parameter, sehingga didapat persamaan 
tempat kedudukan 

 

Contoh: 

Tentukan tempat kedudukan titik-titik P sedemikian hingga 
090APBm dengan A dan B diketahui 

 
Jawab:  
                             
 
 
 
 
 

AB dianggap sebagai    sumbu x 
 Misal AB = 2a sehingga A(-a, 0) dan B(a, 0)        
  

(i)  )(0 axmyAP AP   
  )( axmy AP    adalah parameter 

  ......... (1) 

 

         (ii)   APBP   maka 
AP

BP
m

m
1

  

           )(
1

0 ax
m

yBP
AP

  

A(-a,0) B(a,0) 

P P 

Gb. 1 
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  )(
1

ax
m

y
AP

  

)2....().........(
1

ax
y

mAP   

 
Dari  persamaaan (1) ke persamaan  (2) 

          )(
1

)(
ax

yax

y



 

  ))((2 xaxay   

  222 xay   

  222 ayx   

Jadi tempat kedudukan titik P sedemikian hingga 
090APBm adalah lingkaran dengan persamaan 222 ayx   

(lingkaran dengan pusat (0, 0) dan jari-jari = a) 
 

3. Gabungan menjalankan titik dan menggunakan parameter  
Contoh: 
Tentukan tempat kedudukan titik tengah–titik tengah tali busur 

yang sejajar garis y = ax, jika diketahui lingkran 222 ayx   

 

 

  
                         
 
 
 
 
 
 

garis-garis yang sejajar y = ax adalah      y = ax + n, n adalah parameter  
Garis y = ax + n memotong lingkaran di 2 titik 

      222 ayx   

     222 )( anaxx   

Gb. 2 

y 

x 
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                    02 22222  ananxxax  

     0)2()1( 2222  anxanxa ...(1)  

misal T(xT, yT) merupakan    titik   tengah tali busur maka     T(xT,yT)     
terletak   pada     y = ax + n artinya yT = axT +n ….………………….(2) 

T titik tengah tali busur artinya 
2

21 xx
xT


 .........................................(3) 

Perhatikan akar-akar persamaan (1):   

                                         
221

1

2

a

an
xx


 .........................................(4) 

Substitusi persamaan  (4) ke persamaan  (3) 

                                  2

21 xx
xT


  

2

1

2
2a

an

xT




  

21 a

an
xT


  

anaxT  )1( 2  

a

ax
n T






)1( 2

 

Substitusi n ke persamaan  (2) 

       naxy TT   

 
a

ax
ax T

T





)1( 2

 

 
a

xaxaax TTT






2)(
 

    a

x
y T

T


  

T(xT, yT) dijalankan sehingga diperoleh 
a

x
y


  



Tempat Kedudukan 

 

 62 

 

Jadi tempat kedudukan titik-titik tengah tali busur pada 

lingkaran 222 ayx  adalah garis dengan persamaan x
a

y
1


  

(garis yang tegak lurus garis y = ax) 
 

SOAL 
1. Diketahui titik P(-3, 4) dan Q(3, -2). Tentukan tempat kedudukan 

titik-titik yang jaraknya terhadap P dan Q berbanding 2 : 1 

2.   OA dan OB merupakan dua jari-jari suatu lingkaran yang saling 
tegak lurus. Dari sebuah titik P pada lingkaran ditarik garis yang 

tegak lurus OB dan memotong OB  di C. Titik potong OP dan 

AC adalah T. Tentukan tempat kedudukan titik T jika P bergerak 
sepanjang keliling lingkaran 

3. Diketahui lingkaran dengan persamaan 222 ryx  dan titik P(a, 

b). Tentukan tempat kedudukan titik-titik tengah semua tali busur 
lingkaran yang melalui P 

 

B. Pengertian Bidang Tabung 
Pandang suatu garis lengkung dengan bidang pemuat V dan 

garis g (garis pelukis) tidak sejajar dengan V. Lukis garis-garis melalui 
titik-titik pada garis lengkung tersebut yang sejajar dengan garis g. 
Garis-garis lurus tersebut membentuk suatu himpunan garis yang 
merupakan bidang lengkung. Bidang lengkung yang terjadi adalah   
Bidang Tabung 

Perhatikan ilustrasi berikut: 

Pandang sebuah garis lengkung k (garis pedoman) pada bidang V, 
dan garis g dengan bilangan arah [a, b, c] yang tidak sejajar dengan V. 
Kemudian melalui titik-titik pada k dilukis garis-garis yang sejajar 
dengan g. Garis-garis yang dilukis membentuk suatu himpunan garis 
yang merupakan sebuah bidang lengkung yang disebut Bidang 
tabung.  
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Kemudian jika k merupakan sebuah lingkaran dan sebarang garis g 
yang tidak sejajar dengan V. Dengan melukis garis-garis seperti cara 
di atas maka diperoleh sebuah bidang lengkung, yang disebut bidang 
tabung lingkaran miring.  
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Sekarang pandang jika k merupakan sebuah lingkaran dan garis g 
tegak lurus terhadap V. Dengan demikian garis-garis seperti di atas, 
maka diperoleh sebuah bidang lengkung yang disebut bidang tabung 
lingkaran tegak. 

 

 

 

V 

g 
k 

Gb.3 

g 

k 
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C. Persamaan Bidang Tabung 
Untuk menentukan persamaan bidang tabung dilakukan sebagai 

berikut:  Misalnya 

Diketahui persamaan garis lengkung dasar tabung adalah: 

 

  









0),,(

0),,(

zyxgW

zyxfV
k   

 

Dan garis g dengan bilangan arah [a, b, c].  

 

Tentukan persamaan tabung tersebut. 

Jawab 

Ambil sebarang titik T (x0, y0, z0) pada k. Ini berarti 

   
)2........(..........0),,(

)1........(..........0),,(

000

000





zyxg

zyxf
 

Kemudian persamaan garis pelukis bidang adalah persamaan garis 
yang melalui titik T (x0, y0, z0) dengan bilangan arah [a, b, c] yaitu: 

  )3..(....................000

c

zz

b

yy

a

xx 






 

Persamaaan bidang tabung diperoleh jika titik T dijalankan, ini berarti 
kita eliminasi x0, y0, dan z0 dari persamaan 1, 2, 3. 

 

Gb. 4 

g k 
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Contoh: 
Tentukan persamaan bidang tabung yang garis-garis pelukisnya 
mempunyai bilangan arah [2, -3, 4] dan persamaan kurva dasarnya:  
 

   









1

9222

z

zyx
k  

Ambil sebarang titik  pada k 

Ini berarti 
)2..(..................................................1

)1......(..............................9

0

2

0

2

0

2

0





z

zyx
 

Kemudian persamaan garis pelukis tabung adalah persamaan garis 
yang melalui titik T dengan bilanagan arah [2, -3, 4] 

  )3..(....................
432

000 zzyyxx 








 

Persamaan bidang tabung diperoleh jika koordinat titik T 
dijalankan. Ini berarti eliminasi x0, y0,   dan   z0  dari persamaan 1, 2, 3. 
Misalkan  

  .......(*)..........
432

000 








 zzyyxx
 

Persamaan (*) dapat dinyatakan dalam bentuk 

  )3.(....................2.
2

0

0  


xx
xx

 

Dengan cara sama diperoleh 

   30  yy dan )3.(40 ....... .........zz   

 

Dari persamaan (2), 10 z dan  40  zz , maka diperoleh: 

  

4

)1(
41





z

z




 

Substitusikan persamaan (3) ke persamaan  (1), 

Dari persamaan (1), 92

0

2

0

2

0  zyx , maka diperoleh 

  9)4()3()2( 222   zyx  

Dengan mensubstitusikan nilai λ diperoleh: 
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     

   

01302624162416131616

14416334224

9
4

14

4

13

4

12

222

22

222












 








 








 



zyxyzxzzyx

zyzx

z
z

z
y

z
x

 

Jadi persamaan tabung yang diminta adalah: 

01302624162416131616 222  zyxyzxzzyx  

 

D. Pengertian Bidang Kerucut 
 Pandang suatu garis lengkung yang termuat pada bidang V 
dan dan ada titik P di luar bidang V. Garis-garis yang ditarik melalui 
P dan titik-titik pada kurva lengkung itu membentuk suatu himpunan 
garis lurus yang merupakan bidang lengkung. Bidang lengkung yang 
terjadi disebut bidang kerucut yang selanjutnya disebut kerucut. 

Perhatikan ilustrasi berikut: 
Misalkan k (garis lengkung dasar) terletak pada bidang V dan titik P 
diluar bidang V. Kemudian lukis garis-garis melalui titik P dan titik-
titik pada k. Garis-garis tersebut akan membentuk suatu himpunan 
yang merupakan sebuah bidang lengkung seperti di bawah ini. 
Bidang lengkung yang terjadi adalah Bidang Kerucut 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Kemudian pandang jika k merupakan sebuah lingkaran dan P terletak 
sebarang di luar V. Dengan cara yang sama seperti di atas, maka 
diperoleh sebuah bidang lengkung. Bidang lengkung yang terjadi 
disebut Kerucut Lingkaran Miring 

V 

k 

P 

Gb. 5 
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Sekarang pandang jika k merupakan sebuah dan proyeksi P terhadap 
V berimpit dengan pusat lingkaran. Dengan cara yang sama dengan 
di atas maka diperoleh sebuah bidang lengkung yang disebut kerucut 
Lingkaran Tegak 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

E. Persamaan Bidang Kerucut 
Untuk menentukan persamaan bidang kerucut, dilakukan 

dengan cara sebagai berikut: 
Misalkan, diketahui persamaan garis lengkung dasar kerucut adalah: 

 

   









0),,(

0),,(

zyxgW

zyxfV
k  

   Dan Puncak P(x1, y1, z1) 
 

Tentukanlah persamaan kerucut tersebut 

V 

P 

k 

Gb. 6 

V 

P 

k 

Gb. 7 
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Ambil sebarang titik T (x0, y0, z0) pada garis lengkung k. Ini berarti 

   
)2........(..........0),,(

)1........(..........0),,(

000

000





zyxg

zyxf
 

Sedangkan persamaan garis pelukis kerucut adalah persamaan garis 
yang melalui titik T(x0,y0,z0) dan P(x1, y1, z1) yaitu: 

  )3.......(..........
10

1

10

1

10

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














 

Persamaaan bidang kerucut diperoleh jika titik T(x0, y0, z0) dijalankan 
sepanjang kurva k artinya kita eliminasi x0, y0, dan z0 dari persamaan 
1, 2, 3. 

 

Contoh: 

Tentukan persamaan kerucut dengan puncak P(3, -1, -2) dan 
persamaan garis lengkung dasarnya adalah: 

    









0

1222

zyx

zyx
S  

Jawab: 

Ambil titik T(x0, y0, z0) sebarang pada garis lengkung dasar S. Ini 
berarti 

  
)2.....(....................0

)1.....(....................1

000

2

0

2

0

2

0





zyx

zyx
 

Kemudian persamaan garis pelukisnya adalah persamaan garis yang 
melalui    T(x0, y0, z0) dan P(3, -1, -2) adalah: 

  
2

2

1

1

3

3

000 













z

z

y

y

x

x
 

Persamaan bidang kerucut diperoleh jika koordinat titik T dijalankan, 
artinya kita  eliminasi x0, y0, z0 dari persamaan (1), (2), dan (3) 

Misalkan  














2

2

1

1

3

3

000 z

z

y

y

x

x
 

Persamaan di atas dapat dinyatakan dalam bentuk: 
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)3..(..........
22

)2(2
2

2

)3..(..........
1

)1(1
1

1

)3..(..........
33

)3(3
3

3

0

0

0

0

0

0

0

0

0











































z
z

zz
z

z

y
y

yy
y

y

x
x

xx
x

x

                      

                      

                      

 

 
Substitusikan persamaan (3) ke persamaaan (2), maka diperoleh: 

  

)4........(..........
2

2

22

0
22133

















zyx

zyx

zyx

















 

Kemudian substitusikan persamaan (3) dan persamaan (4) ke 
persamaan (1) 

     

 

......(*)..........)2()2(4)()33(

2

2
)2(

22

33

2

2

2

22
2

2

2
1

2

23
3

1
22133

1

2222

2

2

22

2

222

222

2

0

2

0

2

0























 

































































 








 








 



zyxxyxzyxzyx

zyx
zyx

zyxzyx

zyx

zyx
z

zyx
y

zyx
x

zyx

zyx












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Untuk 

4444222)2(

161681644)2(4

222)(

186699)33(

2222

2222

2222

2222









zyxyzxzxyzyxzyx

yzxzxyzyxzyx

yzxzxyzyxzyx

yzxzxyzyxzyx

 

Berdasarkan (*) maka diperoleh persamaan kerucut yang diminta 
adalah:  

04444106753 222  zyxxzxyzyx  

 

F. Irisan Kerucut 
Irisan kerucut adalah tempat kedudukan titik-titik sedemikian 

hingga perbandingan jarak titik ke suatu titik tertentu dan garis 
tertentu tetap harganya. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Perhatikan gambar   8, jika garis l dan garis g berpotongan di titik O 
dan membentuk sudut sebesar   θ. Jika garis l diputar mengelilingi 
garis g dengan besar sudut tetap maka lintasan hasil perputaran 
berupa kerucut lingkaran tegak. Garis g disebut garis sumbu dan garis 
l disebut garis pelukis, titik O disebut titik puncak kerucut dan θ 
disebut setengah sudut puncak.  
Jika ada sebuah bidang V  (bidang iris)  memotong kerucut dengan 
membentuk sudut sebesar γ maka ada tujuh kemungkinan bentuk 
irisan bidang V dengan kerucut tersebut.  

l 
g 

θ 

O 

Gb. 8 
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1. Jika bidang iris (penampang) 
melalui titik puncak O maka 
mempunyai   kemungkinan: 

i) γ > θ irisannya berupa titik  
ii) γ < θ irisannya berupa 2 garis 

berpotongan 
iii) γ = θ irisannya berupa sebuah 

garis singgung 
 
 
 
 

2. jika bidang iris (penampang) memotong kerucut tidak pada 
puncak maka mempunyai   kemungkinan: 

 

i) γ = 900 irisannya berupa lingkaran 
ii) γ = θ irisannya berupa parabola 
iii) γ > θ irisannya berupa elips 
iv) γ < θ irisannya berupa hiperbola 
Jika irisan kerucut ditinjau secara analitis maka irisan kerucut adalah 
tempat kedudukan himpunan titik yang perbandingan jarak titik 
tersebut dengan titik tertentu (Fokus) dan garis tertentu (Direktriks) 
tetap nilainya.   Nilai tetap ini selanjutnya disebut eksentrisitas dan 
disingkat e.  Kemungkinan-kemungkinan irisan kerucut yang terjadi 
ditinjau dari nilai e adalah:  
 e = 1   irisan berupa parabola 
 0 < e < 1  irisan berupa elips 
 e > 1   irisan berupa hiperbola 
 e = 0   irisan berupa lingkaran 
 
Contoh: 

Carilah persamaan irisan kerucut dengan direktriks 2x – 3y + 6 = 0 
fokusnya F(-1,-2)  dan eksentrisitasnya e = 1 
 
Jawab: 

1. Ambil sebarang titik pada irisan kerucut misal A(xA, yA) 
2. Jarak A ke garis direktriks (di titik P) sama dengan jarak A ke 

titik F 

V γ
γ
⅟ 

θ 

Gb. 9 
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 AP = 
94

632



 AA yx
= 

13

632



 AA yx
 

 AF = 22 )2()1(  AA yx  

  1 e
AF

AP
 maka AFAP   

 
22 )2()1(

13

632



AA

AA yx
yx

 

   222

2

)2()1(
13

632








 
AA

AA yx
yx

 

  4xA2 + 9yA2 + 36 – 6xAyA – 18yA = 13(xA2 + 2xA + 1 + yA2 + 4yA + 4) 

          9 xA2 + 4yA2 + 12xAyA + 14xA + 70 yA + 29 = 0 
 Koordinat titik A dijalankan didapat  

      9x2 + 4y2 + 12xy + 14x + 70 y + 29 = 0 
Jadi persamaan irisan kerucut dengan direktrik 2x – 3y + 6 = 0 

fokusnya F(-1,-2)  dan eksentrisitasnya e = 1 adalah 
9x2 + 4y2 + 12xy + 14x + 70 y + 29 = 0 

 

G. Persamaan Derajat Dua 
Bentuk Umum:  Ax2 + By2 + 2Cxy + 2Dx  + 2Ey + F = 0 
Diskriminasi Dk = A.B – C2 
Jika Dk > 0 grafik berupa elips 
Jika Dk < 0 grafik berupa hiperbola 
Jika Dk = 0 grafik berupa parabola 
Jika A = B dan C = 0 grafik berupa lingkaran 
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BAB  V 
LINGKARAN di R2 

 
 

A. Definisi Lingkaran 
Lingkaran adalah himpunan titik-titik (tempat kedudukan titik-

titik) pada bidang datar yang berjarak sama ke sebuah titik tertentu. 
Titik terentu tersebut disebut ”Pusat Lingkaran”, dan jarak yang sama 
itu disebut ”Jari-Jari Lingkaran”. Lingkaran yang berpusat di titik M 
dan berjari-jari r ditulis dengan lambang      (M, r). 
Perhatikan gambar  1 
Lingkaran K = (M,r) 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

Untuk memperoleh persamaan lingkaran K, dilakukan cara berikut : 
Ambil sebarang titik P pada K 
M1= Proyeksi M pada sumbu x 
P1  = Proyeksi P pada sumbu x 
T    = Proyeksi M pada sumbu PP1 

Pada segitiga MPT (siku-siku di T), maka 
222 MPPTMT   

   22

11

2

11 )( MPTPPPPM   

   
22

11

2

11 )()( MPMMPPOMOP   

   
222 )()( Ryyxx MPMP   

y 

Gambar 1 

x P1 

M 

r 

P 

M1 

K 

T 

O 
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Jika koordinat titik P dijalankan, terdapatlah persamaan lingkaran K, 
yaitu: 

 
222 )()(K Ryyxx MM   

 
Adalah persamaan lingkaran yang berpusat di titik M dan berjari-jari 
= R 
Jika persamaan lingkaran K tersebut dijalankan maka didapat : 

 
222 )()( RyyxxK MM   

    022 22222  RyyyyxxxxK MMMM  

    022 22222  RyxyyxxyxK MMMM  

Jika AxM  2   ByM  2   CRyx MM  222
 

maka persamaan lingkaran K menjadi : 

         022  CByAxyxK  

untuk AxM  2   AxM
2

1
  

ByM  2   ByM
2

1
   

Jadi pusat lingkaran K adalah M ( BA
2

1
,

2

1
 ) 

untuk CRyx MM  222
  CyxR MM  222

 

        CBAR  222

4

1

4

1
 

        CBAR  22

4

1

4

1
 

Jadi jari-jari lingkaran K adalah CBAR  22

4

1

4

1
 

 
Contoh:  
1. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di titik pusat salib 

sumbu O dan berjari-jari 3 
2. Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran yang persamaannya  
 x2 + y2 – 4x + 6y – 3 = 0   
3. Carilah titik potong lingkaran x2 + y2 – 3x + 3y – 10= 0 dengan 

sumbu-sumbu koordinat 
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Jawab: 
1. Persamaan lingkaran K (0,3) adalah : 

 K   222 3)()(  oo yyxx  

 K   922  yx  

 L   x2 + y2 – 4x + 6y – 3 = 0   

 Titik Pusat lingkaran L adalah M ( 6.
2

1
,4.

2

1
 ) atau M (2,-3) 

 Jari-jari lingkaran L adalah )3()6(
4

1
)4(

4

1 22 R  atau 

416 R  

2. L   x2 + y2 – 3x + 3y – 10= 0 
 Misal titik A = titik potong L dengan sumbu x, maka 

 010y3x3yx AA

2

A

2

A   dan yA = 0 

 010x3x A

2

A   

 (xA – 5 )(xA+ 2) = 0 

 xA1 = 5 dan xA2 = -2 
Jadi titik potong L dengan sumbu x adalah 
A1 (5,0) dan A2 (-2,0) 

 Misal titik B = titik potong L dengan sumbu y, maka 

 010y3x3yx BB

2

B

2

B   dan xB = 0 

3 0103y B

2

B  y  

 (yB + 5 )(yB - 2) = 0 

 yB = 5 dan yB = 2 
Jadi titik potong L dengan sumbu y adalah 
B1 (0,-5) dan B2 (0,2) 

 

Soal 
1. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik-titik P(3,0), Q(6,6) 

dan R(0,4) 
2. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di titik M(3,2) dan 

menyinggung garis g   2x – y + 1 = 0 
3. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik P(3,1) menyinggung 

sumbu y dan pusatnya terletak pada garis g    x - y – 1 = 0 
4. Diketahui titik A (2,-3) dan B (-2, 3) 

Tentukan persamaan lingkaran yang diameternya adalah      
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B. Garissinggung Pada Lingkaran 
1. Garissinggung Pada Lingkaran Yang Melalui Titik 

Singgungnya 
Pada lingkaran K terletak titik P  

Persamaan garissinggung pada K dengan titik singgung P ditentukan 
dengan cara berikut: 
Perhatikan gambar 2 berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

Lingkaran K (M,R) yang persamaannya K   022  CByAxyx  

M = Titik pusat lingkaran K, maka  AxM
2

1
  dan ByM

2

1
 . Jadi 

persamaan garis MP  adalah 

PM

P

PM

P

yy

yy

xx

xx
MP









  

 

)(
2

1
)(

2

1
PPPP yyxAxxyBMP 

















  

PPPPPP yxAyxAxyBxyBMP 




































2

1

2

1

2

1

2

1
 

P

ppPppP

P

P

xA

yxyAyxxB
x

xA

yB
yMP











2

1

..
2

1
..

2

1

2

1
2

1

 

Gambar 2 x 

M ( BA
2

1
,

2

1
 ) 

g 

P (xP, yP) 

y 

K 

0 
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P

PPP

xA

yAxBxyB

yMP















2

1

.
2

1
.

2

1

2

1

 

maka gradien garis MP , 

P

p

MP

xA

yB

m







2

1
2

1

atau 

P

p

MP

xA

yB

m







2

1
2

1

  

misal g = garissinggung pada K dengan titik singgung P, maka garis g 

tegak lurus garis MP  .     

MP

g
m

m
1

   dan garis g melalui titik P, 

maka 

022  CByAxyx PPPP ………. (1) 

Jadi persamaan garis g adalah : 
g   y - yP = mg (x - xp) 

 g  y - yP = 

MP
m

1
  (x - xp) 

g y - yP = 

p

P

yB

xA





2

1
2

1

 (x - xp) 

g     PPpP xxxAyyyB 


















2

1

2

1
 

22 ..
2

1
.

2

1
..

2

1
.

2

1
PPPPPP xxxxAxAyyyyByBg   

0..
2

1
.

2

1
..

2

1
.

2

1 22  PPPPPP xxxxAxAyyyyByBg  

0.
2

1
.

2

1
.

2

1
.

2

1
.. 22  PPPPPP yxyByBxAxAyyxxg  

 g

0.
2

1
.

2

1
..

2

1
.

2

1
... 22  PPPPPPPP yxyByByBxAxAxAyyxx
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 g

0..)(
2

1
)(

2

1
.. 22  PPPPPPPP yBxAyxyyBxxAyyxx  

 g

0..)(
2

1
)(

2

1
.. 22  CCyBxAyxyyBxxAyyxx PPPPPPPP

 

0)..()(
2

1
)(

2

1
.. 22  CCyBxAyxyyBxxAyyxxg PPPPPPPP

 
Dengan memperhatikan persamaan (1), maka didapat persamaan 
garissinggung g adalah: 

0)(
2

1
)(

2

1
..  CyyBxxAyyxx PPPP  

adalah persamaan garissinggung pada lingkaran K di titik 
singgungnya P. 

 
Contoh: 
Tentukanlah persamaan garissinggung pada lingkaran K yang titik 
singgungnya adalah titik potong K dengan sumbu x, jika K 
dinyatakan oleh persamaan   K  x2 + y2 - 3x + 2y – 10 = 0 
 
Jawab: 
K x2 + y2 - 3x + 2y – 10 = 0 
Misal A = titik potong K dengan sumbu x, maka 









0

0102322

A

AAAA

y

yxyx
  

 01032  AA xx  

 0)2)(5(  AA xx  

 2atau    5
21

 AA xx  

Jadi titik potong K dengan sumbu x adalah A1 (5,0) dan A2 (-2,0) 
Misal g = garissinggung pada K di titik singgung A1 maka persamaan 
garis g adalah : 

g   010)()(
2

3
..

1111
 yyxxyyxx AAAA  
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 g    010)0()5(
2

3
05  yxyx  

 g  010
2

3

2

15
5  yxx  

 g   010
2

3

2

15
5  yxx  

 g   0
2

1
17

2

1
3  yx  

 g   03527  yx  

Misal l = garissinggung pada K di titik singgung A, maka persamaan 
garis l adalah: 

l   010)()(
2

3
..

2222
 yyxxyyxx AAAA  

 l  010)0()2(
2

3
02  yxyx  

 l   010
2

3
32  yxx  

 l   07
2

1
3  yx  

 l  01427  yx  

 

2. Garissinggung Pada Lingkaran Yang Gradiennya 
Ditentukan 

Persamaan garissinggung pada lingkaran K dengan gradien m, 
ditentukan dengan cara berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 3 

x 

M  

g 

P  

y 

K 

0 
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Perhatikan gambar 3 di atas 
Lingkaran K dengan persamaan: 

K   x2 + y2 + Ax + By + C = 0 
Ambil sebarang garis g dengan gradien = m dan yang memotong 
lingkaran K, yaitu: 

g y = mx + n 
Misal salah satu titik potong garis g dengan lingkaran K adalah P, 
maka diperoleh: 









nxmy

CyBxAyx

PP

PPPP

.

0..22

 

 0).(.).( 22  CnxmBxAnxmx PPPP .................(*) 

 
Adalah persamaan kuadrat dalam xP. 

Supaya garis g menyinggung lingkaran K, maka Diskriminan pada 
persamaan (*) bernilai nol. 
dari persamaan yang didapat dicari nilai n, dan selanjutnya diperoleh 
persamaan persamaan garis g tersebut yaitu  
 
 
 
Contoh: 
Tentukan    persamaan        garis        singgung       pada         lingkaran              
K   x2 + y2 + 2x – y + 1= 0   yang   sejajar   garis   g   y = 2x – 7 
 
Jawab: 
Ambil  sebarang  garis  l  yang   sejajar   garis  g   dan   memotong K, 
yaitu l   y = 2x + n. 
Misal salah satu titik potong l dan K adalah A, maka diperoleh 









nxy

yxyx

AA

AAAA

2

01222

  

 01)2(2)2( 22  nxxnxx AAAA  

 012244 222  nxxnnxxx AAAAA  

 0145 22  nnnxx AA .................................(*) 

Supaya garis l menyinggung lingkaran K, maka D pada persamaan (*) 
bernilai nol 
Jadi D = (4n)2 - 4.5 (n2 – n +1) = 0 

y + 
2

1
B = m (x +

2

1
A)   r 21 m  
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 16n2 – 20n2 + 20n - 20 = 0 

 - 4n2 + 20n - 20 = 0 

 n2 – 5n + 5 = 0 

 n = 
2

55
 

Jadi persamaan garissinggung pada K yang sejajar g adalah : 

l1  y = 2x + 
2

55
 dan l2  y = 2x + 

2

55
 

 
 

Soal Latihan 
1. Tentukanlah     persamaan         garis    singgung       pada    

lingkaran  K  x2 + y2 - 4x – 2y – 3 = 0 yang titik singgungnya 
adalah titik potong lingkaran K dengan sumbu y. 

2. Tentukanlah     persamaan         garis    singgung       pada    
lingkaran  S  x2 + y2 + x – 5y – 2 = 0 yang titik singgungnya 
berordinat 1. 

3. Diketahui   : L   x2 + y2 - x + 2y – 8 = 0 
    k   2x – 3y + 5 = 0 

Tentukan      : a. Persamaan garissinggung pada L yang 
sejajar k 

b. Persamaan garissinggung pada L yang tegak     
lurus k 

4. Diketahui  : P (1,2),  Q(2,0), dan R(2,-1) 
Tentukan : a. Persamaan lingkaran M yang melalui titik P,   
       Q,  dan   titik R 

b. Persamaan garissinggung pada lingkaran M 

yang sejajar garis PQ  

c. Persamaan garissinggung pada lingkaran M 

yang tegak lurus garis QR  

d. Persamaan garissinggung pada lingkaran M 
yang melalui C 

5. Tentukan        persamaan        garis     singgung       pada       
lingkaran K   x2 + y2 - 2x + 4y + 1 = 0 yang melalui titik S (2,1) 
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C. Garis Kutub Dan Titik Kutub Pada Lingkaran 
Lingkaran K dengan persamaannya : 

022   C  By  Ax   y xK  , dan titik P terletak pada 

lingkaran K. 
Jika persamaan 

.....(*)..........CyyBxxAyyxx pppP 0)(
2

1
)(

2

1
  

Menyatakan garissinggung pada lingkaran K dengan titik singgung P. 
Jika titik P terletak di luar lingkaran K, maka (*) menyatakan garis 
kutub titik P terhadap lingkaran K. Sedangkan titik P disebut titik 
kutub garis (*) tersebut terhadap lingkaran K. 
Secara geometris garis kutub dan titik kutub itu dinyatakan sebagai 
berikut, 
Perhatikan gambar 4  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Lingkaran K dan titik P terletak di luar lingkaran K. 
Melalui titik P dilukis garissinggung pada lingkaran K dengan titik–

titik singgungnya S dan T. Maka garis ST adalah garis kutub titik P 
terhadap lingkaran K. 
Bukti: 

Garis PT adalah garissinggung pada lingkaran K dengan titik 

singgung T, persamaan PT  adalah: 

0)(
2

1
)(

2

1
 C yyB

 
xxA y  yx x TTTT   

Sedangkan titip P terletak pada garis PT, jadi 

)1(0)(
2

1
)(

2

1
......................CyyBxxAyyxx PTPTPTPT   

P 

S 
K 

T 

M 

Gambar 4 
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Garis PS  adalah garissinggung pada lingkaran K, dengan titik 

singgung S, jadi persamaan PS  adalah : 

0)(
2

1
)(

2

1
 C  y yB  xxAyyxx SSSS   

Sedangkan titik P terletak pada garis PS, jadi 

)2(0)(
2

1
)(

2

1
......................CyyBxxAyyxx PSPSPSPS   

Dari (1) dan (2) dapat disimpulkan bahwa persamaan garis ST  
adalah:  

)3(0)(
2

1
)(

2

1
......................CyyBxxAyyxx PpPP  , adalah 

garis kutup titik P terhadap lingkaran K. 

Contoh: 

Diketahui:    yx y xK 062322  Dan P (3, -1) 

Melalui titik P dibuat garis-garissinggung pada lingkaran 
K, dengan titik singgung A dan B. 

Tentukan: Persamaan garis AB  

Jawab:  Melalui titik P dibuat garis-garissinggung pada lingkaran K, 

dengan titik-titik singgung A dan B. Maka garis AB  
adalah garis kutub titik P terhadap lingkaran K. 

Di persamaan garis AB adalah : 

0149

0
2

1
2

2

1
4

061
2

3

2

1
43

06)1()3(
2

3
3

06)()(
2

3











yx

yx 

yxy x 

yxy x 

yyxxy yxx PPPP
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Soal Latihan 
1. Tentukanlan koordinat titik kutub dari gars kutub g  3x – 4y – 4 = 

0 terhadap lingkaran  

 044222  yxy xL  

2. Diketahui lingkaran K dan garis g yang persamaannya: 

 
01223

034622





yxg 

yxyxK 
 

 Melalui titik-titik potong g dan K dibuat garis-garissinggung pada K. 

 Ditanyakan : Koordinat titik potong garis–garissinggung tersebut. 

 

D. Melukis Garis Kutub Jika Titik Kutubnya 
Terletak Di Dalam Lingkaran 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Diketahui lingkaran K dan titik P terletak di dalam lingkaran K. 
Melukis garis kutub titik P terhadap lingakaran K dilakukan dengan 
cara sebagai berikut : 

Perhatikan gambar 5 

(1) Melalu titik P dilukis talibusur AB 

(2) Dilukis garissinggung g1 dengan titik singgung A, dan dilukis 
garissinggung g2 dengan titik singgung B 

(3) Garis g1 dan g2 berpotongan di titik S. 

(4) Melalui titik P dilukis talibusur CD. 

P 

S 

K 
T M 

D 

B 

A 
C 

g1 

g2 

l1 

l2 

Gambar 5 
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(5) Dilukis garissinggung l1 dengan titik singgung C, dan dilukis 
garissinggung l2 dengan titik singgung D. 

(6) Garis l1 dan l2 berpotongan di titik T. 

Maka garis ST adalah garis kutub titik P terhadap lingkaran K. 

Selidikilah Kebenarannya. 

 

E. Kuasa Pada Lingkaran 
Lingkaran K  (M, R) = (X – XM)2 + (Y – YM)2 = R2 

Titik P terletak di luar lingkaran K. Perhatikan gambar 31. 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
Perhatikan gambar 6 
Garis g melalui titik P dan memotong lingkaran K di titik-titik A dan 
B. Yang dimaksud kuasa titik P terhadap lingkaran K adalah PA x PB 
Kuasa titik  P terhadap lingkaran K tersebut bernilai tetap. Artinya 
kuasa titil P terhadap lingkaran K itu tidak bergantung pada posisi 
garis g yang melalui titik P tersebut! 
Bukti : Ambil garis l yang melalui P dan memotong lingkaran K di 

titik – titik C dan D maka kuasa titik P terhadap lingkaran K 
adalah  

 Perhatikan      ∆ PAD dan ∆ PBC 
   mD = mB (menghadap busur AC) 
   m  P = mP 
Jadi ∆  PAD sebangun dengan ∆ PBC 
Maka PA : PD = PC : PB 
Atau PC x PD = PA x PB 
Berarti kuasa titik P terhadap lingkaran K bernilai tetap. 

S 

A 

C P 

M 

B 

T 

K 

D 

g 

Gambar 6 
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Selanjutnya lukislah garis PM yang memotong lingkaran K di titik–
titik S dan T. 

Maka kuasa titik P terhadap lingkaran K adalah  

     PS x PT 

 =  (PM – MS) (PM + MT) 

 = (PM – R) (PM + R) 

 = PM2 – R2 

 = (xp – xM)2 + (yP – yM)2 – R2 

 

Jadi kuasa titik P  terhadap lingkaran K  (x – xM)2 + (y – yM)2 = R2 

adalah (xp – xM)2 + (yP – yM)2 – R2 
 

Dengan uraian sama,  
 

 

 

 

 
Tinjauan : 

(1) Jika kuasa titik P terhadap lingkaran K bernilai positif, maka 

PM2 – R2 > 0 

 PM2  > R2 

 PM > R 

Artinya titik P terletak di luar lingkaran K 

(2) Jika kuasa titik P terhadap lingkaran K bernilai negatif, maka titik 
P terletak di dalam lingkaran K. 

(3) Jika kuasa titik P terhadap lingkaran K bernilai nol, maka titik P 
terletak pada lingkaran K. 

Soal  
1. Selidikilah letak titik – titik A (5,2), B (-1, -6) dan C (7,1) terhadap 

lingkaran L  (x – 3)2 + (y + 2)2 = 25 

 (terletak di dalam, di luar, atau pada lingkaran) 

2. Melalui titik A(4,2) dilukis garissinggung pada lingkaran 

 044222  yx y xK  dengan titik singgung S. 

Tentukan setengah panjang ruas garis AS . 

 

kuasa titik P terhadap lingkaran K  x2 + y2 + Ax + By+ C = 0 

adalah = C By Ax yx PPPP  22
. 
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F. Garis Kuasa 
Definisi: 
Himpunan titik-titik (tempat kedudukan titik-titik) yang berkuasa 
sama terhadap dua lingkaran disebut garis kuasa kedua lingkaran 
tersebut. 
Bukti: 

02

01

222

22

111

22





CyBxAy x K

 CyBxAy x K
 

Misal titik P berkuasa sama terhadap K1 dan K2, maka 

0)()( 212121

222111

222

22

111

22







CCyBBxAA

CyBxACyBxA

CyBxAyxCyBxAy x

PP

PPPP

PPPPPPPP

 

Himpunan titik yang berkuasa sama terhadap K1 dan K2 didapat bila 
koordinat titik P dijalankan. 
Maka terdapatlah tempat kedudukan itu 

0)()( 212121  CCyBBxAA   Adalah persamaan garis lurus,  
 

dan disebut garis kuasa K1 dan K2 

Garis kuasa lingkaran dilambangkan 
dengan      
Bila ditentukan tiga lingkaran K1, K2 dan K3 maka titik yang berkuasa 
sama terhadap 3 lingkaran itu disebut titik kuasa lingkaran terhadap 
K1, K2, K3 dilambang : 
 

K1 = K2 = K3    atau    

  

Contoh soal:  

Tentukan persamaan garis kuasa lingkaran L1  2522  yx  dan                                         

044222

2  yxyxL   
 

Jawab:  

0442

25

22

2

22

1





yxyxL

yxL

 
Misal garis g adalah garis yang berkuasan sama terhadap L1 dan L2 

 

Maka persamaan garis  g adalah:  

K1 – K2 = 0 atau K1 = K2 
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02142

0)442()25(

0

2222

21







yxg

yxyxyxg

LLg

 

 

 
Soal Latihan : 
1. Diketahui :  K1  x2+y2+2x-4y-6=0   

                     K2  (M,3) dan M(1,2) 
      g  2x – y + 3 = 0 

 Tentukan:  a. Koordinat titik pada sumbu x yang berkuasa sama 
terhadap K1  dan K2 

                       b. Koordinat titik pada garis g yang berkuasa sama 
terhadap K1 dan  K2 

2.  Tentukan koordinat titik kuasa 3 lingkaran 

 

4

0144

0446

22

3

22

2

22

1







yxL

yxyxL

yxyxL

 

 

G.  Melukis Garis Kuasa 

  Melukis garis kuasa dua lingkaran K1 dan K2 dengan bebagai 
kedudukan dari lingkaran K1 dan K2 tersebut 

1. Jika K1 dan K2 berpotongan di titik A dan B maka garis kuasa K1 
dan K2 adalah garis AB 

 Bukti: 

 Titik A terletak pada K1 maka kuasa titik A terhadap K1 adalah nol 

 Titik A terletak pada K2 maka kuasa titik A terhadap K2 adalah nol 

 Jadi titik A berkuasa sama terhadap K1 dan K2 

 Dengan uraian yang sama didapat juga bahwa titik B berkuasa 
sama terhadap K1 dan K2. Maka titik A dan B terletak pada garis 
kuasa. Berarti garis kuasa lingkaran K1 dan K2 adalah garis AB 

2. Jika K1 dan K2 bersinggungan di titik singgung. Lukislah garis 
kuasa K1 dan K2 tersebut (Jelaskan alasannya) 

3. Jika K1 dan K2 saling lepas. Lukislah garis kuasa K1 dan K2 tersebut 
(Jelaskan alasannya) 

 



Lingkaran di R2 

 

 89 

 

H.  Berkas Lingkaran 
Jika lingkaran K1 dan K2 yang persamaannya  adalah sebagai berikut    

 
0

0

222

22

2

111

22

1





CyBxAyxK

CyBxAyxK

  

maka Real Bilangan ,021  KK   juga menyatakan persamaan 

lingkaran. 

Bukti: 

0
111

0)()()1()1(

0)(

0

21212122

212121

22

222

22

111

22

21









































CC
y

BB
x

AA
yx

CCyBBxAAyx

CyBxAyxCyBxAyx

KK

 

adalah persamaan lingkaran yang memuat λ. Jadi persamaan tersebut 
menyatakan lingkaran yang tak hingga banyak, dan selanjutnya 
disebut berkas lingkaran. 

 

Sifat-sifat berkas lingkaran 

1. Untuk setiap nilai λ didapat satu persamaan lingkaran yang 
merupakan anggota berkas.  Sedangkan K1 dan K2 disebut 
anggota dasar dari berkas itu 

2. Berkas lingkaran tersebut ekivalen dengan berkas yang disusun 
oleh setiap 2 anggotanya 

 Misal untuk 1  , didapat anggota berkas K3 

 Misal untuk 2  , didapat anggota berkas K4 

Maka berkas lingkaran yang disusun oleh K3 dan K4 adalah      

RKK   ,043   tentu ekivalen dengan berkas semula yaitu  

021  KK  (Selidikilah) 

3. Garis kuasa anggota dasarnya adalah garis kuasa setiap 2 anggota 
berkas. Karena itu garis kuasa itu disebut garis kuasa berkas 
(selidikilah) 

4. Jika K1 dan K2 berpotongan di titik A dan B maka semua anggota 
berkas tentu melalui titik A dan B tersebut 
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Bukti: 

A= titik potong K1 dan K2 , maka  

A terletak pada K1  0111

22  CyBxAyx AAAA  

A terletak pada K2 0222

22  CyBxAyx AAAA   

  
Selanjutnya diselidiki letak titik A terhadap berkas lingkaran 

tersebut 
  

0)(

0

222

22

111

22

21





CyBxAyxCyBxAyx

KK




 

 

Jika pada ruas kiri, x diganti Ax  dan y diganti Ay maka 

 

0)( 222

22

111

22  CyBxAyxCyBxAyx AAAAAAAA    

Menurut (1) dan (2) 

00.0    
 Berarti koordinat titik A memenuhi persamaan berkas 

lingkaran tersebut. 
Dengan uraian sama dapat disebutkan bahwa titik B juga 

memenuhi persamaan berkas lingkaran itu. 
Jadi setiap anggota berkas selalu melalui titik A dan B yaitu 

titik potonglingkaran dasarnya  
      Perhatikan Gambar 7 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 A 

 B 

Gambar 7 

K1 

K2 
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Anggota berkas terbesar adalah garis kuasa berkas yaitu garis yang 
melalui titik A dan B tersebut (Jelaskanlah) 

Anggota berkas terkecil adalah lingkaran yan diameternya adalah 
segmen garis AB  (jelaskanlah) 

Jika K1 dan K2 bersinggungan di titik P maka semua anggota berkas 
saling bersinggungan di titik P (Selidikilah) 

Perhatikan Gambar 8 

 

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Anggota berkas terbesar adalah garis kuasa berkas yaitu 
garissinggung persekutuan K1 dan K2 di titik singgung P 

Anggota berkas terkecil adalah lingkaran titik P, yaitu lingkaran yang 
berpusat di titik P dan berjari-jari nol, dengan lambang (P,0) 
(Selidikilah) 

Jika K1dan K2 saling lepas maka semua naggota berkas saling lepas 
(tidak berpotongan dan tidak bersinggungan)  

Perhatikan Gambar 9 

 
 

K1 

K2 

Gambar 8 

 

 P 
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g = garis kuasa berkas 

g tegaklurus dengan             

Jadi titik S berkuasa sama terhadap K1 dan K2 

 

Contoh: 

1. Diketahui :
016

0442

22

2

22

1





yxL

yxyxL
 

 

a. Susunlah berkas lingkaran dengan anggota dasarnya L1 
dan L2  

b. Tentukan persamaan anggota berkas yang melalui titik 
P(3,1) 

 

2. Tentukan persamaan lingkaran yang menyinggung lingkaran   

094622  yxyxK di titik singgung S(1,2) dan melalui 

titik A(-2,5) 

 

K

1 

K

2 

 M2 M1 

Gambar 9 

 S 

g 

K

3 
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Jawab: 

 

1. a   Berkas lingkaran denan anggota dasar L1 dan L2 adalah  
 

 

0
1

164

1

4

1

2

016442)1()1(

016442

0)16(442

0

22

22

2222

2222

21



































yxyx

yxyx

yxyxyx

yxyxyx

LL

 

 

b. Persamaan anggota berkas yang melalui titik P(3, 1) ditentukan 
dengan cara  sebagai berikut: 

Anggota berkas melalui titik P (3, 1) berarti titik P(3, 1) terletak 
pada berkas itu 

Maka 

 

3

2
46

1010166

10
1

166

0
1

166
10

0
1

164

1

4

1

6
10

0
1

164
1.

1

4
3.

1

2
19

0
1

164

1

4

1

222

















































































PPPP yxyx
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Jadi persamaan anggota berkas yang melalui titik P(3, 1) adalah 

0
5

44

5

12

5

6

0

3

5
3

32
4

3

5

4

3

5

2

0

3

2
1

3

2
164

3

2
1

4

3

2
1

2

22

22

22

























yxyx

yxyx

yxyx

 

 

2. Persamaan lingkaran yang menyinggung lingkaran K di titik 
singgung S adalah anggota berkas lingkaran dengan anggota 
dasar K dan L (L adalah lingkaran yang berpusat di titik S dan jari-
jari 0) 

 

0542

0)2()1(

0)()()2,1()0,(

22

22

22







yxyxL

yxL

yyxxSdanSL SS

 

 

Berkas Lingkaran Dengan Anggota Dasar K dan L  adalah 
0 LK   

0)542(946 2222  yxyxyxyx   
 

Berkas ini melalui titik  A(-2,5) sehingga koordinat titik A(-2,5) 
memenuhi persamaan berkas tersebut, maka 
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3

5
01830

0)5204254(92012254

0)5)5(4)2(2)5()2((9)5(4)2(6)5()2(

0)542(946

2222

2222















 AAAAAAAA yxyxyxyx

 
Jadi persamaan lingkaran yang ditanyakan adalah  

0144

028822

02520105527121833

0)542(
3

5
946

22

22

2222

2222









yxyx

yxyx

yxyxyxyx

yxyxyxyx

 

 
Soal Latihan: 
1. Diketahui lingkaran K dan garis g yang dinyatakan oleh 

persamaan 

 
012

0102322





yxg

yxyxK
 

 Tentukan  persamaan lingkaran yang menyinggung lingkaran K 
dengan titik singgungnya adalah titik potong lingkaran K dengan 
sumbu x dan berpusat pada garis  g 

2. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik potong 

06222  yxyxL  dan 012  yxg dan juga melalui 

titik      A(1, 0) 
3. Diketahui: Lingkaran K1 dan K2  yang dinyatakan 

)2,2(dengan  )3,(

032

2

22

1

MMK

yxyxK




         dan 012  yxg  

 
a. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik potong K1 

dan K2  dan  berpusat di g 
b. Tentukanlah persamaan lingkaran yang menyinggung garis g 

di titik  singgungnya P(3,1) dan melalui titik A(-1,5) 
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BAB VI 
BOLA di R3 

 
A. Definisi Bidang Bola 

Bidang bola atau bola adalah himpunan titik-titik (tempat 
kedudukan titik-titik) di R3 yang berjarak sama terhadap sebuah titik 
tetap. 
Titik tetap itu adalah pusat bola dan jarak yang tetap itu disebut jari-
jari bola. 
Bola dengan titik pusat M dan berjari-jari R ditulis dengan lambang 
(M,R) 
Untuk memperoleh persamaan bola (M,R) dilakukan cara berikut 
Perhatikan gambar berikut 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
Ambil sebarang titik P yang terletak pada bola K 
M1: Proyeksi M pada xoy 
P1: Proyeksi P pada xoy 
M2: Proyeksi M1 pada sumbu x 
P2: Proyeksi P1 pada sumbu x 
S: Proyeksi M pada PP1 
T: Proyeksi M1 pada P1P2 
Pada ∆ MPS (Siku-siku pada S) 

x 

z 

y 

O 

M 

P 

T 

P1 

M2 

M1 

T2 

S 
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2222

22

11

2

2121

2

22

22

11221

2

22

2

11

2

1

2

1

22

11

2

11

222

)()()(

)()()(

)(2)

)()(

)(

Rzzyyxx

MPMMPPMMPPOMOP

MPMMPPTPPPPM

MPMMPPTPTM

MPSPPPPM

MPPSMS

MPMPMP 











 

Bila koordinat P dijalankan terdapatlah persamaan bola K(M,R) 
2222 )()()(),( RzzyyxxRMK MMM   

Jika persamaan bola K(M,R) ini dijabarkan terdapatlah 

D CBAR

D   CBA  R

DzyxRDRzyx

CzAz

ByAy

AxAx

RzyxzzyyxxzyxK

RzzzzyyyyxxxxK

MMMMMM

MM

MM

MM

MMMMMM

MMMMMM

















222

2222

22222222

2222222

2222222

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

2

1
2

2

1
2

2

1
2

0222:

0222:

                                              

                                                                                              

 
Jadi Persamaan bola K (M,R) 

0: 222  DCzByAxzyxK  

Pusat: M )
2

1
,

2

1
,

2

1
( CBA   

Jari-jari: R DCBA  222

4

1

4

1

4

1
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Contoh: 
1. Tentukanlah persamaan bola yang berpusat di titik M(2, 1, -3) dan         

berjari-jari 4  

2. Tentukan titik pusat dan jari-jari bola 

02642222  zyxzyxK  

 
Jawab 
1. Persamaan bola yang berpusat di titik M(2, 1, -3) dan berjari-jari 4 

adalah 

 

02624

016961244

4)3()1()2(

)()()(:)4,(

222

222

2222

2222









zyxzyxK

zzyyxxK

zyxK

RzzyyxxMK MMM

 

2. Pada bola 02642222  zyxzyxK  

Misal M = pusat bola K 

Maka 

3)6(
2

1

2)4(
2

1

1)2(
2

1







M

M

M

z

y

x

 

Jadi pusat bola M (1, -2, 3) 

Jari-jari bola adalah 4)2()6(
4

1
)4(

4

1
)2(

4

1 222 R  

 

Soal: 
1. Tentukan persamaan bola yang berpusat di titik pusat salib sumbu 

(0,0,0) dan berjari-jari 3 
2. Tentukan persamaan bola yang melalui 4 titik O(0,0,0), P(1,0,0), 

Q(0,2,0) dan R(0,0,1) 
3. Selidikilah kedudukan bola 

010862222  zyxzyxS dan bidang 
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022  zyxH  (berpotongan, bersinggungan, atau saling 

lepas) 
4. Tentukan persamaan bola yang berpusat di titik M(1, 2, -1) dan 

menyinggung bidang 0132  zyxW  

5. Diketahui: Bidang 322  zyxV  

   Bola 04846222  zyxzyxB  

 Bidang V dan bola B berpotongan pada sebuah lingkaran K 
 Ditanyakan: Panjang jari-jari lingkaran K dan pusat lingkaran K 

 

B. Bidang Singgung Pada Bola 
Pada bola K yang berpusat di M terletak titik P 
Jika persamaan bola K dan koordinat titik P telah diketahui, maka 
persamaan bidang pada bola K dengan titik singgungnya P tersebut 
diperoleh sebagai berikut 

0222  DCzByAxzyxK  

M = pusat bola K, maka       

Cz

By

Ax

M

M

M

2

1

2

1

2

1







 

P adalah titik yang terletak pada bola K 

Bilangan arah garis MP = 







 )

2

1
(),

2

1
(),

2

1
( CzByAx PPP  

Jika V adalah bidang singgung pada bola K yang titik singgungnya  
P, maka V tegak lurus garis MP 
Jadi V adalah bidang yang melalui titik P dengan bilangan arah = 









 )

2

1
(),

2

1
(),

2

1
( CzByAx PPP  

Maka persamaan bidang V adalah 
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PPPPPP

PPPPPP

PPPP

PPPPPPPP

PPPP

PPPPPPPP

PPPPPPPPP

PPPPPP

CzByAxzyx

zzCyyBxxAzzyyxxV

CzzzCzzz

ByyyByyyAxxxAxxxV

CzCzCzzzz

ByByByyyyAxAxAxxxxV

CzCzzzzByByyyyAxAxxxxV

zzCzyyByxxAxV

















222

2

22

2

22

222

     

)(
2

1
)(

2

1
)(

2

1

0)(
2

1
     

)(
2

1
)(

2

1

0)
2

1
(

2

1
     

)
2

1
(

2

1
)

2

1
(

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

0))(
2

1
())(

2

1
())(

2

1
(

 

P adalah titik yang terletak pada bola K, maka 

0222  DCzByAxzyx PPPPPP atau 

DCzByAxzyx PPPPPP  222  

Jadi 

DzzCyyBxxAzzyyxxV PPPPPP  )(
2

1
)(

2

1
)(

2

1
 

 atau 

0)(
2

1
)(

2

1
)(

2

1
 DzzCyyBxxAzzyyxxV PPPPPP  

 

adalah persamaan bidang singgung pada bola K dengan titik P 

sebagai titik singgungnya 
 
Contoh: 

Diketahui: Bola 010423222  zyxzyxK  

Ditanyakan: Persamaan bidang singgung pada bola K yang titik 
singgungnya adalah titik potong bola K dengan sumbu x  
Jawab: Misal P adalah titik potong bola K dengan sumbu x maka 
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2;5

0)2)(5(

0,0

010423

21

222













PP

PP

PP

PPPPPP

xx

xx

zy

zyxzyx

 

Jadi titik potong bola K dengan sumbu x  adalah (-5, 0, 0) dan                  
 (2, 0, 0). Misal V1 adalah bidang singgung pada bola K dengan titik 

singgung P1, maka persamaan bidang V1 adalah                                       
-7x -2y +4z – 35 = 0, dan  V2. adalah bidang singgung pada bola K 
dengan titik singgung P2  maka persamaan bidang V2 adalah                
7x – 2y + 4 z – 14 = 0  
 
Soal: 

1. Diketahui  Bola 03642222  zyxzyxK  , dan titik-

titik S (3, 2, 0) dan T (2, 3, 1) 
 Tentukan persamaan bidang singgung pada bola K yang melalui  
 titik S dan T 

2. Diketahui Bola 0542222  zyxzyxL  

   Dan garis 









023

012

zyx

zyx
k  

Tentukan Persamaan bidang singgung pada bola L yang melalui garis k 
 

C. Kuasa Pada Bola 
Melalui titik P yang terletak di luar bola K dibuat garis g yang 
memotong bola K di titik-titik S dan T 
Definisi: Yang dimaksud dengan kuasa titik P terhadap bola K adalah 

 
Tinjauan: Kuasa titik P terhadap bola K tersebut bernilai tetap, artinya 
tidak bergantung pada posisi garis g yang melalui P tersebut. 
Perhatikan  
Jika garis g melalui titik P, memotong bola K di titik-titik S dan T. 
Maka kuasa titik P terhadap bola K adalah PS.PT 
Garis l melalui titik P, memotong bola K di titik-titik G dan H. Maka 
kuasa titik P terhadap bola K adalah PG.PH 
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Garis g dan l membentuk bidang W, yang memotong bola K pada 
lingkaran x 
Titik-titik S,T,G, dan H terletak pada lingkaran x 
Maka   
Jadi PG : PT = PS : PH atau PG.PH = PS.PT 
Berarti kuasa titik P terhadap bola K bernilai tetap(tidak bergantung 
pada posisi garis g yang melalui P) 
Perhatikan 

Bola 2222 )()()(),( RzzyyxxRMK MMM   

Garis PM memotong bola K di titik-titik A dan B 
Maka kuasa titik P terhadap bola K adalah PA.PB 
 = (PM - MA).(PM + MB) 
 = (PM - R).(PM + R) 
 = PM2 - R2 

 = 2222 )()()( Rzzyyxx MMM   

Kesimpulan  
Kuasa titik P terhadap bola  

2222 )()()(),( RzzyyxxRMK MMM  adalah 
2222 )()()( Rzzyyxx MPMPMP   

Dengan uraian yang sama, jika bola K dinyatakan oleh persamaan 

0222  DCzByAxzyxK  Maka kuasa titik P terhadap 

bola K adalah  

0222  DCzByAxzyx PPPPPP (Selidikilah) 

Kemungkinan 
(i) Jika kuasa titik P terhadap bola K bernilai positif maka  

   PM2 - R2 > 0 
   PM2 > R2 
   PM > R 
  berarti titik P terletak di luar bola K 

(ii) Jika kuasa titik P terhadap bola K bernilai negatif maka ttik P 
terletak di dalam bola K 

(iii) Jika kuasa titik P terhadap bola K bernilai nol maka titik P 
terletak pada bola K 

Soal: 
Selidikilah posisi titik-titik berikutterhadap bola  
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0623222  zyBxzyxB  

a. P(2,1,3) b. T(2,-3,5) c. S(-5,-1,1) 
 

D. Bidang Kuasa 
Himpunan titik yang berkuasa sama terhadap 2 bola adalah bidang 
datar yang disebut bidang kuasa 2 bola tersebut 
Bukti: Bola K1 dan K2 dinyatakan oleh persamaan 

0

0

2222

222

2

1111

222

1





DzCyBxAzyxK

DzCyBxAzyxK
 

Misal titik P berkuasa sama terhadap bola K1 dan K2 maka 

0)()()(

),(),(

21212121

22221111

2222

222

1111

222

21









DDzCCyBBxAA

DzCyBxADzCyBxA

DzCyBxAzyxDzCyBxAzyx

KPKP

PPP

PPPPPP

PPPPPPPPPPPP



Himpunan titik yangberkuasa sama terhadap bola K1 dan K2 tersebut 
diperoleh jika koordinat titik P dijalankan  

Maka didapat 0)()()( 21212121  DDzCCyBBxAA  

yang merupakan persamaan bidang datar dan disebut ”Bidang 
Kuasa” bola K1 dan K2 

Bidang kuasa diberi lambang K1 - K2 = 0 atau K1 = K2 

 

E. Garis Kuasa 
Jika diberikan 3 bola K1, K2, dan K3. Himpunan titik yang berkuasa 
sama terhadap 3 bola tersebut merupakan garis lurus  dan disebut 
”garis kuasa” 
Garis kuasa itu diberi lambang 
K1 - K2 = 0  
    K1 = K2 = K3 

 

K1 – K3 = 0 
 

F. Titik Kuasa 
Jika diberikan 4 bola K1, K2, K3, dan K4. Titik yang berkuasa sama 
terhadap 4 bola tersebut disebut ”titik kuasa” 
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Titik kuasa Diberi lambang 
K1 - K2 = 0  
K1 – K3 = 0       atau  
K1 – K4 = 0 

Contoh: 
Diketahui: Bola L dan K dengan persamaannya 

 
0246

03224

222

222





zyxzyxK

zyxzyxL
 

Ditanyakan: Koordinat titik pada sumbu x yang berkuasa sama 
terhadap bola L   dan  K 
Jawab:  
Misal V = bidang kuasa bola L dan K 

01322

0)246()3224( 222222





zyxV

zyxzyxzyxzyxKLV

Misal P titik potong bidang V dengan sumbu x, maka 









0,0

01322

PP

PPP

zy

zyx
 

2

1
012  PP xx  

Maka koordinat titik P adalah P(
2

1
,0,0) dan P adalah titik pada sumbu 

x yang berkuasa sama terhadap bola L dan K 
 

Soal: 
1. Buktikanlah bahwa bidang kuasa tegak lurus garis sentral kedua 

bola tersebut 
2. tentukanlah persamaan garis kuasa 3 bola  

 

0342

0342

06424

222

3

222

2

222

1







zyxzyxK

zyxzyxK

zyxzyxK

 

3. Tentukanlah koordinat titik pada bidang xoy yang berkuasa sama 
terhadap 3 bola 

K1 = K2 = K3 = K4 
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0242

0342

0442

222

3

222

2

222

1







zyxzyxK

zyxzyxK

zyxzyxK

 

 

Kemungkinan 
Posisi bidang kuasa ditentukan oleh posisi dari 2 bola tersebut 
(I) Jika bola K1 dan K2 berpotongan pada lingkaran x maka bidang 

kuasa bola K1 dan K2 adalah bidang pemuat lingkaran x 
Bukti: 
Titik S pada lingkaran x, berkuasa nol terhadap bola K1 dan K2. 
Berarti titik-titik pada lingkaran x berkuasa nol terhadap bola K1 
dan K2. Jadi titik-titik pada lingkaran x berkuasa sama terhadap 
bola K1 dan K2  atau lingkaran x terletak pada bidang kuasa bola 
K1 dan K2 

(II) Jika bola K1 dan K2 bersinggungan di titik S maka bidang kuasa 
bola K1 dan K2 adalah bidang singgung persekutuan bola K1 dan 
K2 di titik singgung S (Buktikanlah) 

(III) Jika bola K1 dan K2 saling lepas maka bidang kuasa bola K1 dan 
K2 juga tidak memotong bola K1 dan K2 tersebut (Tunjukanlah 
posisi bidang kuasa tersebut) 
 

G. Berkas Bola 
Jika dientukan bola-bola K1 dan K2 maka K1 + λ.K2 = 0 juga merupakan 
persamaan bola  
 

Bukti: 

0
1111

0)()()()1()1()1(

0)(

R untuk  0

0:

0:

21212121222

21212121

222

2222

222

1111

222

21

2222

222

2

1111

222

1






















































DD
z

CC
y

BB
x

AA
zyx

DDzCCyBBxAAzyx

DzCyBxAzyxDzCyBxAzyx

KK

DzCyBxAzyxK

DzCyBxAzyxK

adalah persamaan bola . 
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Persamaan bola tersebut memuat λ  R, jadi persamaan itu 
menyatakan bola yang tak hingga banyak dan disebut ”Berkas Bola” 
Untuk setiap nilai  λ didapat satu persamaan bola dan merupakan 
anggota berkas, sedangkan K1 dan K2 disebut anggota dasar dari 
berkas bola itu 
 

H. Sifat Berkas Bola 
1. Sebuah berkas bola ditentukan oleh tiap-tiap dua anggotanya 
2. Bidang kuasa anggota dasar merupakan bidang kuasa setiap dua 

anggota berkas  
3. Berkas dari dua anggota berkas merpakan berkas yang ekivalen 

dengan berkas dari anggota dasarnya 
4. Jika bola K1 dan K2 berpotongan pada lingkaran L, maka setiap 

anggota berkas akan melalui lingkaran L 
5. Jika bola K1 dan K2 bersinggungan di titik T, maka setiap anggota 

berkas saling bersinggungan di titik T 
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BAB VII 
PARABOLA 

 
A. Melukis Parabola 

Parabola adalah tempat kedudukan titik-titik yang jaraknya terhadap 
titik tertentu (fokus) sama dengan jaraknya terhadap suatu garis 
tertentu (direktriks). Sesuai dengan definisi parabola tersebut maka 
dapat dilukis titik-titik pada parabola jika diketahui fokus (F) dan 
direktriks (d) dengan langkah-langkah sebagai berikut: 
1. Buat garis FD ┴ d (D adalah proyeksi F pada d), FD adalah sumbu 

simetri parabola (s) 
2. Tentukan titik tengah segmen FD, kita beri nama O, sehingga 

OF=OD. Jadi O adalah salah satu titik pada parabola, dan O 
adalah puncak parabola. 

3. Buatlah garis-garis g1, g2, g3, ... di sebelah kanan O yang masing-
masing tegak lurus sumbu simetri s dan memotong s berturut-
turut pada titik T1, T2, T3, ... 

4. Buatlah lingkaran dengan pusat titik F dan jari-jari T1D sehingga 

memotong g1 pada titik P1 dan '

1P . Jelaslah P1F=T1F= jarak (P1,d) 

dan FP '

1 =T1D
 
= jarak  dP ,'1 . Jadi titik-titik P1 dan '

1P  adalah titik-

titik pada parabola. 
5. Buatlah lingkaran dengan pusat titik F dan jari-jari T2D sehingga 

memotong g2 pada titik P2 dan '

2P . Jelaslah FP2 = DT2 = jarak 

 dP ,2  dan FP '

2 = DT2 = jarak  dP ,'2 . Jadi titik-titik P2 dan '

2P  

adalah titik-titik pada parabola. 
6. Cara yang sama seperti langkah 4 dan langkah 5 untuk garis-garis 

g3, g4, g5, ... maka kita peroleh titik-titik P3, P4, P5, ... , 
'

5

'

4

'

3 ,, PPP , ... 

adalah titik-titik pada parabola. 
7. Hubungkan secara mulus dan berurutan mulai dari titik O dengan 

titik-titik P1, P2. P3, ... dan dengan titik-titik 
'

3

'

2

'

1 ,, PPP , ... maka akan 

kita peroleh sebuah bentuk garis lengkung yang disebut parabola.  
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B. Persamaan Parabola dengan Titik Puncak (a,b) dan 
sumbu simetrinya sejajar sumbu koordinat 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

Q 

y 

d  x = a-p 

P(xo,yo) 

F(a+p,b) 
P(a,b) 

O x a 

b 

Gb 2 

a - p a + p 

F O 

d 

D T3 T4 T1 T2 

 P1 

g1 g2 g3 g4 

 P2 

 P3 

 P4 

 P’1 

  P’2 

  P’3 

 P’4 

Gb 1 
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Sesuai dengan definisi Parabola, yaitu tempat kedudukan titik-titik 
yang jaraknya terhadap fokus sama dengan jaraknya terhadap 
direktriks. Perbandingan kedua jarak ini disebut eksentrisitas (e) 
dengan e=1. 
Lihat gambar 1. Untuk p>0, persamaan parabola dengan puncak (a,b) 
dan sumbu simetrinya sejajar sumbu x,adalah: 

PFPQ

PQ

PF

PQ

PF
e







1  

    

    

      

       

         

         

         222

22222

22222

222

222

22

22

22

22

22

1

bypaxpaxpapa

bypapaxxpapaxx

bypapaxxpapaxx

bypaxpax

bypaxpax

bypaxpax

bypax
pax

ooo

ooooo

ooooo

ooo

ooo

ooo

oo

o
















 

   

 

 

 

   

   axpby

byaxp

byappx

byapappx

bypxpapapapa

bypxaxpxaxpapapapa

oo

oo

oo

oo

oo

ooooo













4

4

44

224

422

222222

2

2

2

2

22222

22222

 
Oleh karena titik (xo,yo) berjalan di sepanjang parabola, maka dapat 
diperoleh bentuk umum persamaan parabola dengan puncak (a,b) 
dan sumbu simetrinya sejajar sumbu x, adalah: 
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  Parabola membuka ke kanan 
 

atau 

  Parabola membuka ke kiri 

 
Dengan cara yang sama dapat diperoleh persamaan parabola dengan 
puncak P(a,b) dan sumbu simetrinya sejajar sumbu y, maka akan 
diperoleh persamaan parabola: 

  Parabola membuka ke atas 
 

atau 

  Parabola membuka ke bawah 

 
Pembuktiannya diberikan sebagai latihan. 
 
Contoh: 
Carilah persamaan parabola dengan titik puncaknya di P(4,3) dan 
fokusnya F(4,4)! 
Jawab: 

Puncak P(4,3), maka a = 4 dan b = 3. 
Fokus F(4,4) = F(4,3+1), berarti p = 1 dan sumbu simetri sejajar sumbu 
y dan direktriks . Untuk lebih jelasnya lihat 
sketsa di bawah ini. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
4 

3 

4 

2 

x 

 y 

d 

Gb 3 

F 

P 
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Kita tahu bahwa, jika puncak P(a,b) dan sumbu simetri sejajar sumbu 
y dengan fokus F(a,b+p), maka persamaan parabola yang dicari 
adalah: 

   

   

   344

31.44

4

2

2

2







yx

yx

bypax

 

 

C. Persamaan Garissinggung Parabola Jika Diketahui 
Gradiennya 

Kita akan mencari persamaan garissinggung terhadap parabola                 
(y – b)2 = 4p(x-a)  
Misalkan garis dengan gradien m memiliki persamaan g  y = mx + c. 
Perpotongan g dengan parabola (y – b)2 = 4p(x-a) dicari sebagai 
berikut: 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
(y – b)2 = 4p(x-a) 

y = mx + c ↔ 
m

cy
x


  

maka (y – b)2 = 4p(
m

cy 
 - a)  

y=mx+c 

(y-b)2 = 4p(x-a) 

Gb 4. 
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   

  04442

04442

4442

42

22

22

22

22









pampcmbypmbmy

pampcpymbmbymy

pampcpymbmbymy

amcypbbyym

 

dengan Diskriminan: 

   pampcmbmpmbD 44442 22
  

 
Jika D<0,  garis g tidak memotong parabola 
Jika D>0,  garis g memotong parabola pada dua titik 
Jika D=0,  garis g memotong parabola pada satu titik, berarti garis g 

menyinggung parabola. 
 
Jadi syarat agar garis g menyinggung parabola adalah: 

   

m

ampmb
c

ampmbmc

ammcpmb

pammpcpmbp

pammpcbmpmbpbm

pampcmbmpmb

2

2

2

22

222222

22

0

016161616

01616416164

044442














 

Substitusikan 
m

ampmb
c

2
  ke persamaan cmxy   maka 

diperoleh: 

   

   
m

p
axmby

paxmmby

pamxmmbym

ampmbxmym

m

ampmb
mxy












2

22

22

2
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Jadi, persamaan garissinggung dengan gradien m terhadap parabola        
(y – b)2 = 4p(x-a), adalah:   

   
m

p
axmby   

Dengan cara yang sama dapat diperoleh persamaan garissinggung 
dengan gradien m terhadap parabola: 
(y – b)2 = -4p(x-a) adalah   

   
m

p
axmby   

Jika persamaan parabola diketahui (x – a)2 = 4p(y-b)  maka persamaan 
garissinggungnya  adalah   

    pmaxmby 2  

 
Jika persamaan parabola diketahui (x – a)2 = -4p(y-b)  maka persamaan 
garissinggungnya  adalah   

    pmaxmby 2  

 
Contoh: 
Carilah persamaan garissinggung parabola dengan gradien 3 terhadap 

parabola    285
2

 yx , kemudian cari titik singgungnya dan 

sketsalah grafiknya! 
Jawab: 

Dengan menggunakan rumus persamaan garissinggung dengan 
gradien m terhadap parabola (x – a)2 = 4p(y-b) adalah 

  pmaxmby 2 . Jadi persamaan garissinggung parabola 

dengan gradien 3 terhadap parabola    285
2

 yx ,  adalah: 

 

 

13

181532

23532 2

2









xy

xy

xy

pmaxmby

 

Sekarang akan dicari titik singgung 13  xy terhadap parabola 

   285
2

 yx , adalah:  
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       285
2

 yx  

    
13  xy  

    

 

 

7

07

04914

024242510

24242510

3382510

21385

2

2

2

2

2

2















x

x

xx

xxx

xxx

xxx

xx

 

 

20

173

13







y

y

xy

 

Jadi titik singgung parabola adalah (7,20) 
 

D.  Persamaan Garissinggung Parabola Melalui Titik  
Singgungnya 

Misalkan parabola    axpby  4
2

dengan titik (x1 , y1) pada 

parabola. Akan dicari persamaan garis yang menyinggung parabola 
di titik (x1 , y1). Misalkan persamaan garissinggung yang melalui titik 

(x1 , y1) adalah  11 xxmyyg   dengan m adalah gradien garis g.  

Perpotongan garis g dengan parabola adalah sebagai berikut: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

g 

(y-b)2 = 4p(x-

a) (x1,y1) 

Gb 5 
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   

 
m

mxyy
xxxmyy

axpby

11
11

2
4






 

Maka: 

 

  044442

044442

4

2

11

2

2

11

2

112


















mbpampmxpyypmbmy

mbpampmxpypymbymy

a
m

mxyy
pby

 

 
Agar garis menyinggung parabola maka: 
 

   

    0

0

0416161616164

0444442

1

2

1

1

22

1

222

1

2

1

222

2

11

2









pmybmax

pmybmammx

bmpamxpmmpypmbpbm

mbpampmxpympmbD

 

Akan dicari gradien m sebagai berikut: 
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 

   
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p
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

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
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





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



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1

1

1

1

1

2
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4
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2
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Substitusi m ke persamaan garis  11 xxmyyg   maka akan 

diperoleh persamaan garissinggung pada parabola adalah: 

 

    

    

    

       

      

      2111

1

2

11

111

111

111

111

1

1

1

2

2

2

2

2

2

2

byxxpbyby

xxpbybyby

xxpbybyby

xxpbybyby

xxpbybbyy

xxpbyyy

xx
by

p
yy


















 

      

    

    

    axxpbyby

axxxpbyby

axxxpbyby

axpxxpbyby

22

222

222

42

1

11

11

11









 

Jadi persamaan garissinggung di titik (x1 , y1) pada parabola 

   axpby  4
2

adalah          axxpbyby 221   

Dengan cara yang sama dapat diperoleh persamaan garissinggung 

pada parabola    bypax  4
2

 adalah 

    byypaxax 22 11   

 
Contoh: 

Carilah persamaan garissinggung terhadap parabola yx 252  yang 

melalui titik absis 5 pada parabola! 
Jawab: 

Titik absis parabola x = 5 maka titik ordinatnya y = 1, dengan 
4

25
p  

Menurut rumus persamaan garissinggung terhadap parabola 

pyx 42   yang melalui (5,1) maka rumus persamaan 

garissinggungnya adalah: 
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 

 

 

0
2

25

2

25
5

1
2

25
5

1
4

25
25

2 11









yx

yx

yx

yypxx

 

Soal:  
1. Jika diketahui suatu parabola dengan titik puncak P(0,0), fokus 

F(0,-3). carilah: 

b. Persamaan direktriksnya 
c. Persamaan parabolanya 
d. Sifat-sifat parabola tersebut 
e. Lukis grafik parabola tersebut 

2. Jika diketahui suatu parabola dengan titik puncak P(-2,-5) fokus           
F(-4,-5). carilah: 

a. Persamaan direktriksnya 
b. Persamaan parabolanya 
c. Sifat-sifat parabola tersebut 
d. Lukis grafik parabola tersebut 

3.  Carilah persamaan garissinggung parabola dengan gradien m = -
2 dengan parabola yang titik fokusnya F(0,0) dan puncak P(3,0) 

4. Carilah persamaan garissinggung terhadap parabola 

   8124
2

 xy  yang melalui absis -8! 

5. Diketahui persamaan parabola L  5x2 – 4y2 + 20x + 8y – 4 = 0. 

Tentukan titik puncak, titik pusat, titik focus, eksentrisitas, sumbu 
simetri dan persamaan direktriks dari parabola tersebut. 

6. Tentukan persamaan garis singgung hiperbola                               
(y-2)2 – 8(x-3)2 = 8 yang membentuk sudut     terhadap  sumbu x  

positif  dengan  Sin  =  (  lancip).  

7. Diketahui A(3,4) dan F1 dan  F2 adalah focus hiperbola               
16x2 – 9y2 = 144. Tentukan luas AF1F2. 
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BAB VIII 
ELLIPS 

 
A. Definisi Ellips 

Ellips ialah tempat kedudukan titik–titik yang perbandingan jarak 
ke titik tertentu (fokus F) dan terhadap garis tertentu (direktriks d) 
tetap, yaitu sama dengan e dan e  < 1 ( e  = eksentrisitas) 
 
 

 

 

      

  

 

 

 

 

 

 

B. Melukis Ellips 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Perhatikan Gb 1 
F = fokus 
d = direktriks 
PP’= jarak P ke direktriks d 

P pada ellips, maka  dengan 

e  < 1 

 

F 

P P’ 

d 

Gambar 1 

Gambar 2 

T T1 

d 
d1 

g1 g3 g2 g4 g5 

A1 B1 C1 D1 E1 

A2 B2 C2 D2 
E

2 

V1 V2 A 
B C D 

E = 

F 

F1

= 
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CATATAN : 
 

Jika direktriks d1 di sebelah kiri V2 dan berjarak dua satuan, maka 

fokus F1 pada FT dengan :       maka akan menghasilkan 

ellips. Jadi setiap ellips memiliki dua fokus dan dua direktriks. 

Langkah – langkah melukis ellips (perhatikan Gambar 2) : 

1. Buat garis TT1 yang tegak lurus dengan d1 dan d2. 

2. Tentukan titik V1 dan V2   pada garis TT1, sedemikian sehingga : 

 dan . Jadi titik V1 dan V2 pada ellips. 

3. Buatlah garis – garis g1, g2, g3, g4, dan g5 masing – masing sejajar d 
dan memotong garis FT berturut – turut pada A=F, B, C, D, dan 
E=F1. 

4. Buatlah lingkaran (F,  sehingga memotong g1 di A1 dan A2. 

Jadi  

     Maka titik A1 dan A2 terletak pada ellips. 

5. Buatlah lingkaran  (F, ) sehingga memotong g1 di B1 dan B2. 

Jadi 

      Maka titik B1 dan B2 terletak pada ellips. 

6. Lakukan langkah 4 dan langkah 5 sehingga diperoleh titik – titik 
C1, C2, D1, D2, E1 dan E2 yang semuanya terletak pada ellips. 

7. Hubungkan titik – titik yang diperoleh dari langkah 2, langkah 4, 
langkah 5 dan langkah 6 sehingga akan diperoleh lengkungan 

tertutup yang disebut dengan ellips ( dengan e  = 
2

1
). 
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Istilah – istilah pada ellips : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Perhatikan Gambar 3 
1. F1 dan F2 disebut fokus. 
2. d1 dan d2 adalah direktriks. Jika P pada ellips, maka  

            ( e  = eksentrisitas, dengan 

e  < 1) 
3. V1, V2, T1, dan T2 adalah puncak ellips. 
4. O adalah pusat ellips, OV1 = OV2 = a, OF1 = OF2 = c, OT1 = OT2 = b 

5.   dan    disebut sumbu simetri. Sumbu simetri yang 

memuat fokus disebut sumbu panjang ( ), dengan  V1V2 = 2 a . 
Sumbu simetri yang tidak memuat fokus disebut sumbu pendek 

( , dengan  T1T2 = 2b . 
6. Tali busur yang melalui fokus disebut tali busur fokus. 
7. Tali busur fokus yang tegak lurus sumbu panjang disebut latus 

rectum. Dalam hal ini  dan  adalah lotus rectum. 

 d2 

 V2 

D 

C 

 d1 

 a 

c 

 F1  F2 

 b 

 V1 

 T2 

 T1 

 y 

 x 

O 

Gambar 3 

A 

B 
P 
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8. Segmen penghubung fokus dengan titik pada ellips disebut jari–
jari fokus. 

C. Persamaan Umum Ellips 
Misalkan diketahui pusat dari ellips yaitu P(,), sumbu panjang 

terletak pada pada sumbu x,  sumbu  pendek terletak pada sumbu y, 

fokus F1(+c,), a  adalah setengah sumbu panjang, b  adalah 
setengah sumbu pendek, dan e  adalah eksentrisitas ellips. Persamaan 
umum ellips dapat dicari dari keterangan yang diketahui tersebut.  

Perhatikan Gambar 4  

 
 
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Keterangan : 

P (,)   T1 (,+b ) 

F1 (+c,)  T2 (,-b )   

F2 (-c,) 

 

1. Mencari Persamaan Direktriks 
PF1 = c dan PV1 = a ( a > c) 

V1 (+ a ,) dan V2 (- a ,) pada ellips, sehinggga: 

   ………. 1 

 

 V2 D 

 a  

c 
 F1  F2 

 b 

 V1 

 T1 

 T2 

 y 

 x 

 P 

K(x,y) 

Gambar 4 

  

  

K’( +
e

a
,y) 

T’ 

d1 
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  .…...  2 

Persamaan 1 dan 2 dijumlahkan, maka diperoleh : 

2 a  = 2 e  PD   PD =  

Persamaan 1 dan 2 dikurangkan, maka diperoleh : 
 2c = 2 e a    c = e a  

 2. Mencari hubungan antara a ,b  , c, dan e  

 
 

 
 

3. Menemukan kembali persamaan umum ellips 
Misalkan titik K(x,y) pada ellips dan KK’adalah jarak K ke direktriks 

d1, maka K’ 







 y

e

a
, . 

e       
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

b
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x
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y
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eayxe
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











       

Dengan cara yang sama seperti di atas untuk direktriks d2 dan 

fokus F2 akan diperoleh: 1
2

2)(

2

2)(







b

y

a

x 
. 

Jadi persamaan umum ellips dengan pusat P(  , ) dan sumbu-

sumbunya sejajar dengan sumbu-sumbu koordinat dengan a  > b , 
adalah: 
  

  
 
 

Dengan cara yang sama, maka persamaan umum ellips dengan 

pusat P(  , ) dan sumbu-sumbunya sejajar dengan sumbu-sumbu 

koordinat dengan a < b , adalah: 
 

 
  

 
 

Jika pusat dari ellips P(0,0) dan a  > b , maka persamaan umum ellips 
adalah: 

 
 
 

= 1     Ellips Horizontal 

   Ellips Vertikal  = 1 

 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
      Ellips Horizontal 
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Jika pusat dari ellips P(0,0) dan a  < b , maka persamaan umum ellips 
adalah: 
 
 
 
 
Istilah– istilah dan sifat – sifat pada ellips dengan pusat P(  , ) 

adalah sebagai berikut: 
1. Titik Pusat di (  , ) 

2. Fokus F1 (  ,c ) dan F2 (  ,c ) dengan a>b  dan c2 = a 2 - b 2  

 Jika a < b dan c2 = b2 - a 2 ,maka F1 ( c , ) dan F2 ( c , ) 

3. Eksentrisitas e  = 
a

c
  jika a >b , dan  e  = 

b

c
  jika  a < b  

4. Direktriks d1  x = 
e

a
  dan d2  x =

e

a
  (jika a >b ) 

   d1  y = 
e

b
  dan d2  y = 

e

b
   (jika a < b ) 

5. Sumbu x dan sumbu y adalah sumbu simetri, dan jika a >b  maka 
sumbu x adalah sumbu panjang dan sumbu y adalah sumbu 

pendek, jika a < b  maka sumbu x adalah sumbu pendek dan 
sumbu y adalah sumbu panjang. 

6. Lotus rectum x =   + c dan x =   - c jika sumbu x adalah sumbu 
panjang. Jika sumbu y sumbu panjang maka y =   + c  dan            

y =   - c adalah lotus rectum. 

7. Titik puncak ellips, yaitu titik potong ellips dengan sumbu–sumbu 

simetrinya, yaitu ( a + ,  ), ( - a ,  ), ( ,b +  ) dan                  

( ,  - b ). 

 
Contoh: 
Diketahui ellips dengan persamaan 100(x-1)2 +36(y-2)2 = 225.  
Tentukanlah : 
a. Koordinat titik pusat, koordinat titik puncak, dan koordinat fokus, 
b. Panjang dari sumbu mayor (sumbu panjang) dan sumbu minor 

(sumbu pendek), 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
       Ellips Vertikal 
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c. Eksentrisitas dan persamaan direktriks, 
Kemudian gambarlah sketsa ellips tersebut! 

 

Jawab: 

     100(x-1)2 +36(y-2)2 = 225 

 
   

1

4

25

2

4

9

1
22





 yx

 

karena a  = 
2

3
< b =

2

5
, maka merupakan ellips yang vertikal. 

Dicari hubungan : c2 = b 2 - a 2 = 
4

9

4

25
  = 4

4

16
 , maka c = 2 

a. Koordinat titik pusat P (1,2) 

Koordinat titik puncak (
2

3
+1,2), (1-

2

3
,2), (1,

2

5
+2) dan (1, 2-

2

5
) 

 (
2

5
,2),(-

2

1
,2), (1,

2

9
) dan (1, -

2

1
) 

Koordinat fokus F1(1,2+2) dan F2 (1,2-2)F1(1,4) dan F2(1,0) 

b. Panjang dari sumbu mayor (sumbu panjang) = 2b  = 5 dan 
panjang dari sumbu minor (sumbu pendek) = 2 a = 3 

c. Eksentrisitas e  = 
5

4

2

5

2


b

c
 

Persamaan direktriks : d1  y =
8

41

8

25
2

5

4
2

5

2                  

    d2 y = 
8

9

8

25
2

5

4
2

5

2   
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Gambar sketsa ellips tersebut: 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 

D. Persamaan Garissinggung Ellips 
1. Persamaan Garissinggung Ellips Jika Diketahui 

Gradiennya 
Misalkan persamaan garis dengan gradien m adalah y = mx + p 

dan persaman ellips : 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

Absis titik potong antara garis dan ellips diperoleh dari : 

1
)(

2

2

2

2





b

pmx

a

x
 

ii. b2 x2 + a 2 (mx+p)2 = a 2 b2 
iii. b2 x2 + a 2 (m2 x2 + 2mxp + p2) = a 2 b2 
iv. (b2 + a 2 m2) x2 + 2 a 2mpx +  a 2p2- a 2 b2 = 0 .........................(1) 

Karena garis y = mx + p akan menyinggung ellips  1
2

2

2

2


b

y

a

x
 maka 

titik potongnya harus berimpit. Hal ini terjadi jika diskriminan dari 
persamaan (1) sama dengan 0 

D = (2 a 2mp)2 – 4 ( b 2 + a 2 m2)  ( a 2p2- a 2 b 2) = 0 

 4 a 4m2p2 - 4 b 2 a 2p2 + 4 b 4 a 2 - 4 a 4m2p2 + 4 a 4 b 2m2 = 0 

 -4 b 2 a 2p2 + 4 b 4 a 2+ 4 a 4 b 2m2 = 0 

  -p2 + b 2 + a 2m2 = 0 

  p2 = b 2 + a 2m2 

x 

y 

d1: y = 
8

41
 

d2 : y = -
8

9
 

P 
(2

2

1
,2) (- )2,

2

1
 

(1, )
2

9
 

(1,-
2

1
) 

F2 

F2 
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  p  =  222 ma  b   

Jadi persamaan garissinggung dari persamaan ellips 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

dengan gradien m adalah : 
 
 
 
Dengan cara yang sama, diperoleh : 

Persamaan garis singgung pada ellips yang berpusat P(,) : : 

1
)()(

2

2

2

2







b

y

a

x 
 dengan gradien m adalah  

 
  

 

2. Persamaan Garissinggung Ellips Jika Diketahui 
Titik singgungnya 
Selanjutnya, kita akan mencari persamaan garissinggung pada 

ellips dengan titik singgungnya T(x1,y1). 

Misalkan persamaan ellips 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 dan P (x2,y2) merupakan suatu 

titik pada ellips, maka berlaku: 

1
2

2

2

2

2

2 
b

y

a

x
  b 2x22  + a 2y22 = a 2 b 2.............................................(2) 

Karena T(x1,y1) pada ellips, maka berlaku : 1
2

2

1

2

2

1 
b

y

a

x
 atau 

 b 2x12 + a 2y12 = a 2 b 2..................................................................(3) 
Dari persamaan (2) dan (3) diperoleh : 

b 2x22 + a 2y22    = b 2x12 + a 2y12 
-b 2(x12-x22)     = a 2(y12-y22)  

 - b 2 (x1-x2)( x1+ x2) = a 2(y1-y2)( y1+y2) 


 21

21

21

2

21

2 )(

)(

)(b-

xx

yy

yya

xx









.....................................................(4) 

y = mx   
2m2a  2b   

 

y -  = m(x -  )  
2m2a  2b   
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Persamaan garis PT adalah  1

21

21
1 xx

xx

yy
yy 




 ..........................(5) 

Dari persamaan (4) dan (5), maka diperoleh : 

)(
)(

)(
1

21

2

21

2

1 xx
yya

xxb
yy 




 .............................................................(6) 

Jika P mendekati T sedemikian sehingga P berimpit dengan T, maka   
x2 = x1 dan y2 = y1. Sehingga persamaan (6) menjadi : 

         y - y1    =  
1

1

2

2

2

2

y

x

a

b
 (x – x1) 

   (y - y1) a 2 y1     =  -b 2 x1 (x – x1) 

   a 2 y1 y - a 2 y12 =  -b 2 x1 x + b 2 x12 

  b 2 x1 x  + a 2 y1 y  = b 2 x12 + a 2 y12  

  
2

2

1

2

2

1

2

1

2

1

b

y

a

x

b

yy

a

xx
 ....................................................................(7) 

Karena  1
2

2

1

2

2

1 
b

y

a

x
 maka persamaan (7) menjadi :  1

2

1

2

1 
b

yy

a

xx
 

Jadi persamaan garissinggung pada ellips 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 dengan titik 

singgungnya T(x1,y1) adalah:    1
2

1
2

1 
b

yy

a

xx
 

Untuk ellips yang persamaanya: 1
)()(

2

2

2

2







b

y

a

x 
, persamaan 

garissinggungnya dengan titik singgung (x1,y1) adalah:    
 

1
2

))(
1

(

2

))(
1

(







b

yy

a

xx 
 

 

3. Persamaan Garissinggung Ellips Melalui Satu 
Titik Di Luar Ellips 

Selanjutnya kita akan mencari persamaan garissinggung pada 
ellips yang melalui titik T(x0,y0) di luar ellips. 
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Misalkan persamaan ellipsnya : 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 dan titik A (x’, y’) suatu 

titik singgung. 

Persamaan garissinggung di A adalah : 1
''
22


b

yy

a

xx
 

Karena titik A pada ellips maka memenuhi 1
)'()'(
2

2

2

2


b

y

a

x
.............(8) 

Karena garis singgung melalui T maka memenuhi 

1
''

2

0

2

0 
b

yy

a

xx
...(9) 

Dari persamaan (8) dan (9) dapat dicari x’ dan y’ sehingga kita 
memperoleh persamaan garis singgungnya. 
 

Contoh:  

Garis y = x 6  memotong ellips 0164 22  yx  pada dua titik. 

Carilah persamaan garis singgung di titik – titik potong tersebut ! 
Jawab: 

0164 22  yx   1
4

2

16

2


yx

 

Koordinat titik potong garis dengan ellips dicari sebagai berikut : 

     
6

0164 22

xy

yx





 

      
6

016)6(4 22

xy

xx




   

       
6

1624 22

xy

xx




 

    

6

25

162

xy

x





 x = 
 

6
5

4

5

4
ydan  atau                         

x = 6
5

4

5

4
 ydan  
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Jadi titik potong antara garis dengan ellips adalah di titik ( 6
5

4
,

5

4
) 

dan      ( 6
5

4
,

5

4
 ).  

Persamaan garissinggung di titik ( 6
5

4
,

5

4
) 

adalah 1
4

16
5

4

16

5

4



yx

  2064  yx , dan persamaan 

garissinggung di titik ( 6
5

4
,

5

4
 ) adalah 2064  yx  

 
SOAL  
1. Sebuah ellips berpusat di titik (4,-1), salah  satu fokusnya 

mempunyai koordinat   (1,-1), dan melalui titik (8,0). Tentukan 
persamaan ellips dan gambarkan sketsa ellips tersebut! 

2. Titik P terletak pada ellips 1
1236

22


yx

 dan absis titik P sama 

dengan ordinat titik P. 
a. Tentukan koordinat titik P, 
b. Tentukan persamaan garissinggung ellips yang melalui titik P. 

3. Tentukan persamaan garissinggung pada 

ellips 1
5

)1(

16

)3( 22





 yx

 yang membentuk sudut 60 terhadap 

sumbu X positif ! 
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BAB IX 
HIPERBOLA 

 
A. Definisi Hiperbola 

Hiperbola adalah tempat kedudukan titik-titik yang perbandingan 
jaraknya terhadap suatu titik tertentu  (fokus F) dan suatu garis tertentu 
(direktriks d) tetap (sama dengan e) yaitu lebih besar dari 1 (e >1) 
 
     Keterangan: 
      

                           

     
              dengan e > 1 
 
 

 
B.  Melukis Hiperbola 

Misalkan ditentukan direktriks d1 dan F1 yang berjarak 3 satuan ke d1. 
Bagaimana melukis hiperbola dengan eksentrisitas e = 2? 
 
Langkah-Langkah Melukis Hiperbola: 
a. Tentukan titik T1 pada d1 , dan T1 berjarak 3 satuan ke F1, tarik 

garis F1T1 yang tegak lurus d1. Tentukan V1 dan V2 pada ruas 
garis F1T1, sedemikian sehingga 

         dan   

Jadi V1 dan V2 pada hiperbola 
b. Buat garis g1, g2, g3, g4, dan g5, masing-masing sejajar d1 dan 

memotong garis F1T1 berturut-turut pada A, B (B = F1), C, D, dan 
E. 
Catatan:  
Semakin banyak garis g lukisan hiperbola semakin baik 

c. Buat lingkaran (F1, 2AT1) sehingga memotong g1 di Al dan A2, 

D P 

F 

 d 
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maka diperoleh  maka Al dan A2 pada hiperbola. 

d. Buat lingkaran (F1, 2BT1) sehingga memotong g1 di B1 dan B2, 

maka diperoleh    maka B1 dan B2 pada hiperbola. 

 
Lanjutkan seperti langkah 4 dan 5 sehingga akan diperoleh titik-
titik C1, C2, D1, D2, E1, dan E2 yang kesemuanya terletak pada 
hiperbola. 

e. Hubungkan titik-titik yang diperoleh pada langkah a, langkah c, 
dan langkah d, secara mulus maka akan diperoleh dua buah 
lengkungan terbuka yang disebut hiperbola 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Keterangan: 
1. F1 dan F2 disebut fokus 
2. d1 dan d2 adalah direktriks . Jika P pada hiperbola maka 

 

E

2 

g5 

 

C 

C1 

C2 

B1 

B2 

A1 

A2 

V

1 T

1 

d2 

O1 

O2 

O 

d1 

T2 E 
D 

E

1 

D2 

g3 g1 
g4 

V

2 F

2 

F

1

=

B 

A 

D1 

g2 

x 
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     e = eksentrisitas,  dengan e > I 
3. V1 dan V2 disebut puncak hiperbola 
4.  O adalah titik pusat hiperbola  
     dengan OF1 = OF2 = c 
5. Garis yang melalui focus dan puncak hiperbola disebut sumbu  

simetri. 
a. Sumbu simetri yang memuat fokus dan puncak hiperbola 

disebut sumbu utama atau sumbu nyata atau sumbu 
transversal. 
V1V2= 2a disebut ukuran sumbu utama (OV1= OV2 = a). 

b. Sumbu simetri yang memuat pusat hiperbola dan puncak 
disebut sumbu sekawan atau sumbu imajiner atau sumbu 
konjugasi. 
O1O2 = 2b disebut ukuran sumbu imajiner/pendek/minor 

6. Ruas garis yang melalui titik  fokus  dan tegak lurus sumbu utama 
memotong hiperbola disebut latus rectum hiperbola 

 

C.  Persamaan Hiperbola dengan Pusat M(α, β) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

T2 

x 

y d1 

- 

d2 

- 

2

 

   

T

1 

- 

   

P(xp,yp) 

- 

2  

 

 

2  

1  

1  

2  

0 
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Diketahui MF1 = c dan MV1  = a dengan a < c. 

V1 pada hiperbola maka   

 …………… (1) 

 
 

V2 pada hiperbola maka   

   ………….. (2) 

       
Dari persamaan  (1) dan persamaan  (2) saling dieliminasi sehingga  

diperoleh c = ae dan jarak MD  

F1(α + c,β) = F1 (α + ae,β) dan direktriks d1 memiliki persamaan 

 

hubungan antara a, b, c dan e dapat dicari sebagai berikut :  

MV1T1 siku-siku di V1 maka : 
T1V12 = MT12 – MV12   →   b2 = c2 – a2        b2 = a2 (e2 – 1) 

akan dicari persamaan hiperbola dengan sifat–sifat seperti diatas. 
Misal titik P ( ) pada hiperbola yang berpusat di M( ) dan PP’ 

adalah jarak P ke direktris d1,  dengan P’ proyeksi P pada d1 maka 

Tentu P’ , sehingga 

   

 

 
 

 dengan 

mengkuadratkan kedua ruas persamaan 
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       e2x2 – x2 - 2αe2x + 2αx + α2e2 – α2 + (y2 - 2βy + β2) = 2αae – 2cx – 

2aex + 2αc+ c2 – a2 

       (e2 – 1)(x2+ 2αx + α2) - (y2 - 2βy + β2) = 2αae – 2aex – 2aex + 2αae + 
c2 – a2 

  (e2 – 1)(x – α)2 – (y – β)2 = c2 – a2 

 

a2 (x – α)2 – (y – β)2 = b2 diketahui b2 = c2 – a2 

 

  dengan membagi b2 kedua ruas persamaan 

 adalah persamaan hiperbola dengan M (α, β) 

 
dengan sumbu utama sejajar sumbu x dan mempunyai sifat-sifat 
hiperbola ini adalah : 
(a) panjang sumbu mayor 2a dan panjang sumbu minor 2b 
(b) Persamaan sumbu utama atau sumbu nyata adalah y = β dan 

persamaan sumbu sekawan atau sumbu imajiner adalah x = α 
(c) Koordinat titik-titik puncak : V2(α - a, β) dan V1(α + a, β), 

koordinat titik ujung sumbu minor: B1 (α, β - b) dan B2 (α, β + b)  
(d) Koordinat titik-titik fokus: F2  (α - c, β)dan F1  (α + c, β) 

(e) Nilai eksentrisitas    

(f) Persamaan direktriks:  dan  

(g) Persamaan asimtot:    dan 

    

(h) Latus rectum   x = α - c dan x = α + c 
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(i) Panjang latus rectum  

 
Analog dengan cara yang sama seperti di atas untuk direktriks 

d1 dan fokus F1 akan diperoleh persamaan   . 

Persamaan ini disebut persamaan umum sebuah hiperbola yang 
berpusat  dengan sumbu utama sejajar sumbu  panjang 

sumbu mayor. Sedangkan pada hiperbola yang berpusat di O(0,0) 
sumbu utamanya bermpit dengan sumbu y, focus di F2(0,-c) dan 
F1(0,c) serta puncak di titik-titik V1(0,-a) dan V2(0,a) mempunyai 

persamaan     atau    b2y2 – a2x2 = a2b2 . 

        

Jika  dengan b2 = c2 - a2, didapat beberapa hal yang perlu 

diperhaikan yaitu : 

(1) Hiperbola ini tidak memotong sumbu X 

(2) Nilai eksentrisitasnya    

   

(3) Persamaan direktriksnya:   

(4) Persamaan asimtotnya  

          

Apabila asimtot-asimtotnya saling tegak lurus maka disebut 
hiperbola orthogonal. 

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh dua macam bentuk bake 
persamaan hiperbola yang berpusat di O(0,0) yaitu:  

(1)  merupakan persamaan hiperbola horizontal. 

(2)  merupakan persamaan hiperbola vertical 

               

hiperbola-hiperbola  dan pada   disebut dua 

hiperbola sekawan. 
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Contoh: 
Carilah persamaan hiperbola dengan titik puncak (±6,0) dan 

persamaan asimtotnya   

 
Penyelesaian : 
 Karena persamaan hiperbola dengan titik puncak (±6,0), maka 
merupakan hiperbola horizontal dengan a = 6 , dan persamaan 

asimtotnya   berarti    ,  

jadi persamaan hiperbola yang dimaksud berbentuk       

yaitu      atau  49x2 – 36y2 = 1764 

  
 Sedangkan pada hiperbola yang berpusat di M( α,β ) dengan 
sumbu utama sejajar dengan sumbu y, panjang sumbu mayor 2a dan 
panjang sumbu minor 2b. Dengan menggunakan definisi hiperbola 
yang serupa di atas, dapat diperoleh 

persamaan hiperbola  dengan b2 = c2 – a2 tetap 

berlaku pada hiperbola di atas, dapat ditemukan beberapa hal-hal 
sebagai berikut : 

(a) Persamaan sumbu utama atau sumbu nyata adalah x = α dan 
persamaan sumbu sekawan atau sumbu imajiner adalah y = β 

(b) Koordinat titik-titik puncak : V2(α, β – a) dan V1 (α, β + a) 
koordinat titik ujung sumbu minor : B2(α – b, β) dan               
B1(α + b, β) 

(c) Koordinat titik focus : F2 (α, β – c) dan F1 (α, β + c) 

(d) Nilai eksentrisitas  

(e) Persamaan direktriks :   

               

(f) Persamaan asimtot :  

    

(g) Panjang latus rectum  
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Contoh : 
Tentukan persamaan hiperbola dengan ketentuan titik pusat di (2,-1), 
sebuah puncak di (4,-1) dan sebuah focus di (5,-1). 
 
Penyelesaian : 
Misal pusat hiperbola  maka berdasarkan sifat 

hiperbola, persamaan sumbu utama (nyata) adalah y = β atau y  = -1 
Persamaan sumbu sekawan (imajiner) adalah x =  artinya  = 2 

Koordinat puncak ( +a, β) =(2+a,-1) =(4,-1),  sehingga a = 2 

Koordinat focus di (  + c, β) = (2+c,-1) = (5,-1) sehingga c = 3 

b2 = c2 - a2 = 9 – 4 = 5 

Jadi persamaan hiperbola yang dimaksud berbentuk                   

yaitu       

       

D.  Persamaan Garissinggung Pada Hiperbola dengan 
Gradien Tertentu 

1.  Untuk hiperbola yang berpusat di O(0,0) 
 Misalkan persamaan garis yang gradiennya m adalah y = mx + p 

dan persamaan hiperbola     

Absis titik potong garis dan hiperbola diperoleh dari :  
 

    atau  b2x2 – a2m2x2 – 2a2mpx – a2p2 = a2b2 

 
  

dengan diskriminan D = b2 – 4ac 
 

 = 4a4m2p2 – 4(b2 _ a2m2 – b2)(-a2p2 - a2b2) 
 
 = 4a4m2p2 – 4(a4m2p2 + a4b2m2 – a2b2p2 – a2b4) 
 
 = 4a4m2p2 – 4a4m2p2 – 4a4b2m2 + 4a2b2p2 + 4a2b4 
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 D  = 4a2b2(-a2m2 + b2 + p2) 
Agar akarnya kembar (garis menyinggung hiperbola) syaratnya 
D = 0        -a2m2 + b2 + p2 = 0 
 

p2 = a2m2 – b2 
p = ±    a2m2 – b2 

 

Jadi persamaan garis singgung pada hiperbola   adalah   

     

 
 Dengan  analisis yang sama, persamaan garissinggung pada 

hiperbola  dengan gardien m adalah       

 
Contoh :        

Tentukan persamaan garissinggung pada hiperbola      

yang sejajar dengan garis 3x + y + 10 = 0. 
 
Penyelesaian : 
Gradien garis 3x + y + 10 = 0 adalah m = -3, berarti gradien 
garissinggungnya adalah –3. Jadi persamaan garissinggung pada 

hiperbola tersebut berbentuk   

 

  

  

  

 

2. Untuk Hiperbola Yang Berpusat di M(α,β) 
Rumus persamaan garissinggung hiperbola yang berpusat di         

M(α,β) dengan gradiennya m ditentukan dengan menggunakan 
analisis yang sama seperti mencari persamaan garissinggung 
hiperbola yang berpusat di O(0,0) dengan gradien m. Rumus-rumus 
yang dimaksudkan yaitu:    
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1. Persamaan garissinggung hiperbola                         

dengan gradien m adalah   

 

2. Persamaan garissinggung hiperbola  

dengan gradien m adalah   

      
Contoh : 

Tentukan persamaan garis singgung pada hiperbola  

Yang sejajar dengan garis x – 2y + 8 = 0. 
 
Penyelesaian :  

merupakan hiperbola horizontal dengan a2 = 100 

dan    b2 = 9.  Garissinggung sejajar dengan garis x – 2y + 8 = 0 atau 

=  , berarti gradien garissinggungnya  

Persamaan garissinggungnya adalah : 

 

 
 

         

         2y+ 4 = x – 1 ± 8 
+            x - 2y - 5 ± 8 = 0 

         x – 2y – 13 = 0 atau x – 2y + 3 = 0 
 

E. Persamaan Garissinggung Melalui Suatu Titik 
pada Hiperbola 

1.  Untuk hiperbola-hiperbola yang berpusat di O (0,0)    

Diberikan  persamaan hiperbola    dan  P(x2 , y2) pada 

hiperbola maka berlaku  atau b2x22 – a2  = a2b2 …(1) 
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dan  T(x1, y1)  pada hiperbola maka berlaku      atau  b2x12 – 

a2y12 = a2b2….........(2) 
dari persamaan (1) dan (2) diperoleh maka berlaku                           b2x22 
– a2y22 = b2x12 – a2y12 atau b2x12 – b2x22 = a2y12 – a2y22 

b2x12 – b2x22 = a2(y12 – y22) 

b2(x12 – x22) = a2(y12 – y22) 

b2(x1 – x2) (x1 + x2) = a2(y1 – y2)(y1 + y2) 

 (gradien) 

 

Persamaan garis PT adalah 

 atau  

jika P mendekati T sedemikian hingga P berimpit dengan T sehingga       

x2 = x1 dan y2 = y1, akibatnya    menjadi garissinggung di titik T 

persamaannya adalah  

  

  

a2y1(y – y1) = b2x1 (x – x1) 

a2y1y -a2y12 = b2x1x – b2x12    

b2x1x – a2y1y = b2x12 – a2y12 kedua ruas persamaan dibagi dengan a2b2 

 

  

persamaan garis singgung hiperbola  di titik T (x1,y1) 

adalah  

Dengan menggunakan analisis yang sama, persamaan garis singgung 

hiberbola     dititik T (x1,y1) adalah    
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Contoh : 

Tentukan persamaan garis singgung pada hiperbola    

dititik  

 
Penyelesaian : 
 

  

  

 

2. Untuk Hiperbola Berpusat di M(α, β) 
Dengan analisis yang sama pada persamaan garissinggung 

hiperbola berpusat di O(0, 0), maka  

a. Persamaan garissinggung hiperbola,   di titik 

T(x1,y1) adalah :  

b. Persamaan garissinggung hiperbola  di titik  

T(x1,y1) adalah :   

 
Contoh: 

Tentukan persamaan garissinggung hiperbola    

dititik      (-3,2) 
 
Penyelesaian : 
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4x + y + 10 = 0 
H. SOAL LATIHAN 
 
1.  Tentukan persamaan hiperbola yang berpusat di O(0,0), dengan 

titik-titik puncak di (± 3,0) dan melalui titik (6,9) 
2.  Tentukan nilai a supaya garis 4x + y + a = 0 menyinggung 

hiperbola  

3   Tentukan persamaan garis singgung pada hiperbola   

    di titik (4,-4)  

4.  Tentukan persamaan garis singgung pada hiperbola            

 di titik (5,-2)       

5.  Tentukan persamaan garis singgung pada hiperbola 9x2 – 16y2 = 576 
yang tegak lurus terhadap garis 4x + 5y + 1 = 0 
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