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KATA PENGANTAR

Alhamdulillah penulis panjatkan kepada Allah SWT yang
telah memberikan rahmat dan hidayahNya sehingga penulis
dapat menyelesaikan buku geometri analitika dan dapat
diterbitkan.

Buku geometri analitika ditulis dengan tujuan untuk
membantu mahasiswa matematika dan peminat matematika
khususnya mahasiswa jurusan matematika UNESA. Geometri
analitika adalah salah satu mata kuliah yang harus di program
mahasiswa jurusan matematika UNESA.

Penulisan buku geometri analitika ini sebagian besar
merupakan ide bapak Drs. Abdul Mu’in Safiudin (Alm) sebelum
beliau pensiun dari staf pengajar di jurusan matematika UNESA
tahun 2002. Proses penulisan buku ini penulis banyak dibantu
oleh sejawat Rudianto Artiono, S.Pd, M.Si. staf pengajar di
jurusan matematika UNESA.

Buku ini merupakan edisi revisi namun penulis
menyadari bahwa buku ini masih jauh dari sempurna. Untuk itu
saran dan kritik pembaca sangat diharapkan.

Akhirnya penulis mengucapkan terima kasih kepada
semua pihak yang telah membantu sampai terselesainya
penulisan buku ini.

Surabaya, Pebruari 2016
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Sistem Koordinat

BAB 1
SISTEM KOORDINAT

A. Letak Titik Pada R?

Menentukan letak titik pada garis lurus g, maka pada garis g

tersebut dibuat skala bilangan, sebagai berikut:
Perhatikan Gambar 1 (Gb. 1):

1)

Ambil sebarang titik O pada garis g, yang selanjutnya disebut
titik pangkal.

Gb.1

2). Menentukan titik A pada garis g sehingga panjang OA sebagai

3).

satuan panjang.

Menentukan arah positif dan arah negatif.

Arah positif adalah sebelah kanan titik O.

Jika O menyatakan titik pangkal, maka pada titik A kita beri tanda
+1 atau 1. Titik A dikatakan berkoordinat 1, yang ditulis dengan
lambang A(1).

Demikian juga dengan titik B yang berjarak 4 satuan di sebelah

kanan O, dikata kan berkoordinat B(4), dan titik C yang berjarak
1 1
35 satuan di sebelah kiri O, dikatakan berkoordinat C(- 35), jadi

jarak dua titik (x4 ) dan {x;) adalah |x; — x4].
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B. Letak Titik Pada R2

Untuk menentukan letak titik pada bidang datar, kita buat dua
garis yang berpotongan di titik O sebagai titik pangkal. Perhatikan
Gb. 2 dan Gb. 3.

Garis x dan garis y berpotongan di titik O, sebagai titik
pangkal. Garis x dan y membentuk sudut miring.

/] I\l’—
/ / ™
| ~ I -
/ P v
// 0] 1 X (@) X
¥
bb 2 v [ Gb3

Tetapkan titik A pada sumbu x, sehingga OA = 1 satuan, dan
titik B pada sumbu y, sehingga OB =1 satuan, biasanya OA = OB.
Untuk menentukan letak titik P dengan cara ini, dilakukan
sebagai berikut:
Melalui P dibuat garis sejajar garis y, yang memotong garis x di titik
P1, dan dibuat garis sejajar garis x, yang memotong garis y di titik .
Maka letak titik P ditentukan oleh OP; dan OP,, yang ditulis dengan
lambang P(OP;,0P,). Pada Gb. 2 letak titik P ditulis dengan lambang
P(3,2).
Selanjutnya garis x disebut sumbu x dan garis y disebut sumbu vy, tata
sumbu demikian disebut “Sistem Koordinat Kartesius Miring”,
sedangkan letak titik P dengan lambang P(OP;,0P>) disebut koordinat
titik P.
OP; atau xp disebut koordinat kesatu atau absis dari titik P.
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OP; atau yp disebut koordinat kedua atau ordinat dari titik P.

Pada Gb. 3, sumbu x dan sumbu y berpotongan tegak lurus, maka tata

sumbu demikian disebut “Sistem Koordinat Kartesius Siku-siku”.
Selanjutnya dalam buku ini digunakan sistem koordinat

kartesius siku-siku.

Tinjauan:
(1) Semua titik-titik di sebelah kanan sumbu y berabsis positif.
(2) Semua titik-titik di sebelah kiri sumbu y berabsis negatif.
(3) Semua titik-titik di sumbu y berabsis nol.
(4) Semua titik-titik di atas sumbu x berordinat positif.
(5) Semua titik-titik di bawah sumbu x berordinat negatif.
(6) Semua titik-titik di sumbu x berordinat nol.
Pada Gb. 3, titik-titik K, M dan N masing-masing berkoordinat
K(1,3), M(3,2), N(-2,1) dan O berkoordinat O(0,0).

Cara lain untuk menentukan letak titik pada bidang datar ialah
dengan menggunakan “sistem koordinat kutub” atau “sistem
koordinat polar”, sebagai berikut:

Perhatikan Gb. 4

v

\4

J

<«

Q QD
IS
\

OP=r
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MZXOP = (arah positif)
Dengan sistem koordinat kutub, maka koordinat titik P ditulis dengan
lambang (r,a). Jika letak titik P ini dinyatakan dengan koordinat
kartesius, maka didapatlah:
Pada AOPP, yaitu OP; =OP cos . atau xp =1 cos o

PP1=0OPsina atau yp=rsina
Jadi, koordinat titik P adalah P (r cos a, r sin o)

SOAL:

1. Nyatakanlah letak titik yang dinyatakan dalam koordinat kutub
berikut menjadi koordinat kartesius: A (5,30°), B (6,45°) dan C
(8,150°).

2. Nyatakanlah letak titik yang dinyatakan dalam koordinat
kartesius berikut menjadi koordinat kutub: P(3,—4), K(4,5) dan
S(-2,5).

C. Letak Titik di R®

Untuk menentukan letak suatu titik pada ruang dimensi tiga,
digunakan sistem sumbu siku-siku yang terdiri dari tiga sumbu, yaitu
sumbu x, sumbu y dan sumbu z yang saling berpotongan tegak lurus
di titik O.

Perhatikan Gb. 5 Z A
C
-~ P,
AR
P3 = P
A » X
0]
B
/ P1
y
Gb 5

Menentukan letak titik P dengan cara sebagai berikut:
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Proyeksikan titik pada bidang-bidang xoy, xoz dan yoz.
Misal P; adalah proyeksi titik P pada bidang xoy,

P adalah proyeksi titik P pada bidang xoz, dan

P; adalah proyeksi titik P pada bidang yoz.
Maka letak titik P ditentukan oleh OA, AP; dan PP;, yang ditulis
dengan lambang P (OA, AP, PP;) adalah koordinat titik P.
Selanjutnya OA = xp (absis titik P)

AP1 = yp (ordinat titik P)
PP; = zp (aplikat titik P)
Jadi, koordinat titik P ditulis P(xp, yr, zp).
Perhatikan bahwa xp = jarak titik P ke bidang yoz
yp = jarak titik P ke bidang xoz
zp = jarak titik P ke bidang xoy
Pada Gb. 5, tampak bahwa OAP:B.CP,PP; adalah sebuah balok yang
dibuat dari unsur-unsur OA, AP; dan PPs.
]adi, OA = Xp, AP1 =YVyr dan PP1 =Zr
Selanjutnya cara menggambar koordinat titik A sebagai berikut:
1) Proyeksikan titik A pada bidang xoy, misal A1 = proyeksi A pada
bidang xoy.
2) Proyeksikan A; pada sumbu x, misal A, = proyeksi A; pada
sumbu x

3) Maka xa = OA, ya = AjArdan za = AA;

Z A
'A
|
|
|
1Z
. Aéf\z > X
|
O I,’§A
y Ad
Gb 6
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Tinjauan:

Semua titik-titik di sebelah kanan bidang yoz berabsis positif.
Semua titik-titik di sebelah kiri bidang yoz berabsis negatif.
Semua titik-titik pada bidang yoz berabsis nol.

Semua titik-titik di depan bidang xoz berordinat positif.
Semua titik-titik di belakang bidang xoz berordinat negatif.
Semua titik-titik pada bidang xoz berordinat nol.

Semua titik-titik di atas bidang xoy beraplikat positif.
Semua titik-titik di bawah bidang xoy beraplikat negatif.
Semua titik-titik pada bidang xoy beraplikat nol.
Perhatikan Gb. 7

z
A A
I
I
CI 1
" I
I :E:
I 1
<d-- (.:2 ——————————— 1 i vAZ ‘Bg X
1 /% O ! l/é ’
ALl -~
C1 y 1r
B1
Gb7
OA;=4 )

A1A2=3 . Maka koordinat titik A adalah A(4, 3, 5)
AA:1=5

OBo=6

BiB.=5 >~ Maka koordinat titik B adalah B(6, 5, 6)
BB = 6

OoCy=-7
CiC=3 Maka koordinat titik C adalah C(-7, 3, 4)
CC =14
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Menentukan letak titik pada R?* dengan tata sumbu demikian disebut
koordinat titik pada “Salib Sumbu Kartesius Siku-Siku”.
Cara lain untuk menentukan letak suatu titik pada R3 dengan

menggunakan “Sistem Koordinat Tabung” atau “Sistem Koordinat
Silinder”.

Perhatikan Gb. 8

Z A
'
IA(r, o, z)
[
L~
0] » L7
A
y
Gb 8

A1 = proyeksi titik A pada bidang XOY.

M£XOA) = & (arah positif)

OA1 =1

Maka letak titik A ditentukan oleh AA;, r, dan o, dalam koordinat
tabung adalah A(r, a, AAs).

Jika koordinat tabung tersebut diubah menjadi koordinat siku-siku,
maka:

Pada AOA, A

OA;, =0OA1cosa =1 cosa

A1A; = OA1sin o =1 sin o
AA1 =ZA

Jadi, koordinat titik A adalah A (r cos o, r sin a, za)
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Di samping itu kita juga mengenal “Sistem Kordinat Bola” atau “Sistem
Koordinat Sferik”
Perhatikan Gb. 9

OA =R

MZ£XOA; = a (arah positif)

MZZOA = 3 (arah positif)

Maka koordinat titik A yang dinyatakan dalam koordinat bola
menjadi koordinat kartesius siku-siku adalah, maka:
A; = proyeksi titik A pada bidang xoy

A, = proyeksi titik A; pada sumbu x

Pada AOAA (siku-siku di Aj):

AA; = OA cos ZOAA| atau AA; =R cos B

OA; = OA sin ZOAA| atau OA; = Rsin p

Pada AOAy A (siku-siku pada Ay):

OA; = OA; cos ZXOA atau

OAz =R sin B cos a atau OA2 = R cos a sin

A1A; = OA; sin ZXOAq atau

A1A> =R sin B sin o atau A1A2 = R sin a sin
Jadi koordinat titik A adalah:
A (R cos a sin B, R sin a sin 8, R cos B)



Sistem Koordinat

SOAL:

1. Titik A dinyatakan dalam koordinat tabung A (7, 60°, 5). Nyata-
kan letak titik A tersebut dalam koordinat kartesius siku-siku

2. Titik B dinyatakan dalam koordinat bola B (6, 30°, 450).
Nyatakanlah letak titik B tersebut dalam koordinat kartesius siku-
siku

D. Jarak Dua Titik di R?

y A

v

P
<«

wr----
et
x

oY A1
Gb. 10

Jika diketahui dua titik A dan B atau panjang AB dilakukan cara berikut:
Perhatikan Gb. 10

A1 = proyeksi titik A pada sumbu x

B1 = proyeksi titik B pada sumbu x

C = proyeksi titik A pada BBq

Pada AABC (siku-siku di C):

A82 = AC2 + BC2 (Dalil Pythagoras)
< AB?=AB," +(BB,-CB,)

< AB?=(0B,-OA )’ + (BB, — AA ¥’

< AB’ :(XB _XA)2 +(Yg — yA)2

< AB = \/(XB X3 )+ (Ve — Ya)®

atau AB = /(Ax)? + (Ay)?

Ax = selisih absis A dan B
Ay = selisih ordinat A dan B
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Contoh:
Diketahui: titik-titik A dan B dengan koordinat A(-3,1) dan B(3, 5).

Hitunglah panjang ﬁ
Jawab:  A(-3,1) dan B(3, 5)
Maka AX=Xg;—X, =3—(-3)=6
Ay =y —Y,=5-1=4

Jadi, AB =+/(AX)? + (Ay)? =62 +4% =52 =213

E. Letak Titik di antara Dua Titik di R?

yA

W)

L -l --XU

A
v

A1

o
=
98]
=
X

O ©

<

Gb. 11

Jika diketahui dua titik A dan B dengan posisi yang telah ditentukan.
Maka koordinat titik P dapat dicari sebagai berikut:
Misal AP :PB=m:n

Perhatikan Gb. 11

A = proyeksi titik A pada sumbu x

B1 = proyeksi titik B pada sumbu x

P1 = proyeksi titik P pada sumbu x

C = proyeksi titik A pada BB;
D = titik potong AC dan PP;
Pada AABC (siku-siku di C), dan PD // BC

10
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Maka AABC ~AAPD (selidikilah!)
Jadi AC: AD=BC:PD=AB: AP

» Untuk AC: AD =AB: AP
< AB, AP =(m+n):m
< (OB, -0A):(OR, -0OA)=(m+n):m
< (Xg = Xa) i (Xp = X,)=(M+n):m
< (Xp = X,x)(M+n) = (Xg —X,)M
< (M+n)X, —(M+n)X, =Mxg —MX,
< (M+N)X, =MXg +NX,

MXg + NX,
S X, =—— A
m+n

» Untuk BC:PD=AB: AP
< (BB, -CB,):(PP,—DP)=(m+n):m
< (BB, —AA) (PP, —AA)=(Mm+n):m
<::’(YB _yA):(yP _yA):(m+n):m
< (yP - yA)(m+n) = (yB - yA)m
= (m+n)yp —My, =Ny, =Myg —My,
< (M+n)y, =myg +ny,

Myg +NYa

Yo = m+n

mx, +nx, my; +n
Jadi, koordinat titik P adalah P[ B a MYe Ya :|

m+n  m+n

Jika titik P terletak pada pertengahan AB berarti PA : PB = m : m
karenam =n
. Xg +X Yg +Y
adi, x, =24~ | ==B_-~4A
J P > Ye >

Atau koordinat titik P adalah P [ Xe ; Xa , Ye ; Ya }

11
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Contoh:
Diketahui titik-titik A dan B dengan koordinat A (4,-3) dan B (2, 7).

Ditanya: koordinat titik tengah AB
Jawab: A (4,-3)danB (2,7)

Misal T adalah titik tengah E
Xg+X, 4+2

Maka Xx; = =3
2 2
Yo +Ya —3+7
= = :2
Yt 5 5

Jadi, koordinat titik T adalah T (3, 2)

F. Jarak Dua Titik di R3

Perhatikan Gb. 12

Z B
/
< 1
~ 1
AL .
] N :
: Sao
! S
LA ! B
| e ] ’ = X
0 A I L
A1 >~ : T
Gb 12 B1

Jika diketahui dua titik A dan B, maka untuk menentukan jarak antara

A dan B atau panjang AB dilakukan cara berikut:
A; = proyeksi titik A pada bidang xoy

B: = proyeksi titik B pada bidang xoy

A, = proyeksi titik A; pada sumbu x

B> = proyeksi titik B; pada sumbu x

S = proyeksi titik A pada BB,

12



Sistem Koordinat

T = proyeksi titik A; pada B1B»
Pada AABS (siku-siku di S), menurut dalil pythagoras:
AB? = AS? + BS?
< AB? = AB,’ +(BB,—SB,)
< AB? = AB +(BB,— AA )
&S ABZ=AB +(z25 =2, ) i (1)
Pada AA BT (siku-siku di T), menurut dalil pythagoras:
AB’=AT?+BT?
< AB’=AB,"+(BB,-TB,)’
= A1812 = (OBz _OA2)2 + (B1Bz - A1A2)2

& AB =(Xg =X, ) + (Vg = Ya ) orereeremeeereennn (2)
Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh:

AB’ =(XB _XA)2 +(yB _yA)Z +(ZB _ZA)2
Jadi AB:\/(XB_XA)2+(yB_yA)2+(ZB_ZA)2
AB = /(Ax)? +(Ay ) +(Az)

G. Letak Titik di antara Dua Titik di R3

Perhatikan Gb 13 4 P n B
m
| I \\\EC
L Az P2 B2 X
O el
A it Tl aleladady el ;/
EN : . E
1\\\\ : ,,’
y \\\L,’
1
Gb 13

13



Sistem Koordinat

Jika diketahui dua titik A dan B serta titik P yang terletak di antara A
dan B dengan posisi tertentu, maka koordinat titik P dapat ditentukan
dengan cara berikut:

Misal PA:PB=m:n

A; = proyeksi titik A pada bidang xoy

B: = proyeksi titik B pada bidang xoy

P1 = proyeksi titik P pada bidang xoy

C = proyeksi titik A pada BB1

D = titik potong AC dan P_Pl

A = proyeksi titik A; pada sumbu x
B> = proyeksi titik B1 pada sumbu x
P> = proyeksi titik P1 pada sumbu x

E = proyeksi titik A; pada B1B»

F = titik potong A E dan PP,

A; = proyeksi titik A; pada sumbu y

B; = proyeksi titik B; pada sumbu y

P; = proyeksi titik P1 pada sumbu y

G = proyeksi A; pada B;B3

H = titik potong AG dan P,P;

Perhatikan AABC (siku-siku di C), PD // BC,
maka AABC~AAPD (selidikilah!)

Jadi, AC BC AB

AD PD AP
Untuk ﬁ:ﬁ
AD AP

14



Sistem Koordinat

AP, m
AE _m+n
AF m
- A,B, m+n
AP, m
CXO&—O&):m+n
(OPZ_OAZ) m

Xo —X,) M
< (m+n)xp —x,)=mlxg —x,)
& (M+n)X, —mx, —Nx, = Mxg —mx,

& (Mm+n)x, =mxg +nx,
o x, = e Ty
m+n
Untuk AB, _n+n
AR m
o HG _m+n
AH m
o A8y _m+n
APy m
(OB, -0A;) m+n
(OP,-0A,) m
(Yo —Ya) _m+n
(Yo =ya) m

15



Sistem Koordinat

BC AB

Untuk — = ——
PD AP
(BB,~CB,) m+n

-z
-z,
<:>(m )(ZP_Z) (ZB_ZA)
< (m+n)z, —mz, —nz, =mz, —mz,
< (m+n)z, =mz, +nz,
oz, =Mt N2,
m+n

Jadi, koordinat titik P adalah:

o MXe +NX, Myg +Ny, Mz, +n2,
m-+n m+n  m+n

Jika titik P terletak pada pertengahan AB, maka PA : PB = m : m
karenam=n
Jadi,
XB+XA yB+yA ZB_'_ZA
=—2", =—=—=% dan z, =
P 2 yP 2 P 2

Maka, koordinat titik P adalah:

P(XB X Yo +Ya Zg +ZA]

2 2 2

Contoh:
Diketahui: A (-3, 4, 1) dan B (2, -5, 3)

Ditanyakan: Tentukan koordinat titik tengah AB

16



Sistem Koordinat

Xg+X, 2-3 1

awab: X; = —_=
Jawab: X; === 2 2
y _Ye+Y, -5+4 1
T 2 2 2
ZTZﬁJ’_ﬂzz
2 2

Jadi, koordinat titik T adalah T (_ 1 — 1 ,zj
2 2

SOAL:
1. Diketahui: Titik-titik A (2, 5), B (-3, 2), C (0, 3) yang membentuk
AABC
Tentukan: a. Panjang sisi-sisi AABC.
b. Panjang ketiga garis berat AABC, dan
c. Koordinat titik berat AABC
2. Diketahui: Titik-titik A (=3, 2, 5), B (1, =3, 2), C (4, 3, 2) yang
membentuk AABC
Tentukan: a. Panjang sisi-sisi AABC.
b. Panjang ketiga garis berat AABC, dan
c. Koordinat titik berat AABC

17



Garis lurus

BAB II
GARIS LURUS

A. Garis Lurus di R?
Persamaan linear dalam dua variable x dan ¥, bentuk umumnya
adalah:
¥ =mx+n,denganm, n € R ..... (bentuk eksplisit), atau
ax + by +c=0,dengan a,b c eR..... (bentuk implisit)
Persamaan linear dalam dua variabel x dany tersebut grafiknya
pada sistem salib sumbu kartesius berupa garis lurus.

Untuk membuktikannya dilakukan dengan cara sebagai berikut:
Diketahui : g =ax+bdy+c=10
Buktikan :grafik g adalah garis lurus.
Bukti : Ambil sebarang 2 titik berbeda yang terletak pada g,
misal titik A (xa, ya) dan titik B (xs, ys). Maka didapat:
Gxg+ by e =0 . (1)
dan exg+bye e =0 (2)
Ambillah sebarang titik P yang terletak di antara A dan B.
Misal PA:PB=m:n
_ MXg +NX, _ Mmyg +ny,

Mak Xn=————— dan Yp~—
aka P m+n 4t 7P m+n

Bila koordinat titik P memenuhi persamaan g, maka titik P juga
terletak pada g. Berarti g tentu grafiknya berupa garis lurus. Bila titik
P terletak pada garis g, maka:
ax + by +e=10
MXg +NXp MY +NY,

m+n m+n
<amxg+nx,)+b(myg+ny,)+c(m+n)=0
< amXg +an x, +bmy, +bny, +cm+cn=0

Sae c=0

< m(axg +byg +¢)+n(ax, +by, +¢c)=0
Menurut (1) dan (2) - M.0+n.0 =0 (benar)
Jadi, grafik g berupa garis lurus.
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Garis lurus

Dapat juga dibuktikan dengan cara berikut:

1) Ambillah pasangan terurut (x,¥) cukup banyak yang
memenuhi persaamaan g tersebut.
2 Anggaplah pasangan terurut (x,3) tersebut sebagai

pasangan koordinat titik, dan lukislah titik itu pada sistem salib
sumbu kartesius.

3) Hubungkanlah titik-titik tersebut yang satu dengan
yang lain. Maka didapatlah grafik garis lurus itu.
Kerjakan yang berikut ini:
Dengan cara mengambil pasangan terurut yang cukup banyak,
tunjukkan bahwa g = 3x+y —Z = 0 grafiknya berupa garis lurus!

B. Menggambar Grafik Garis Lurus
Jika diketahui persamaan garis lurus, maka menggambar grafik
garis lurus tersebut dilakukan cara berikut:

1. Menentukan sebarang dua pasangan terurut yang memenuhi
persamaan garis tersebut,

2. Dua pasangan terurut itu digambar sebagai dua koordinat titik
pada sistem salib sumbu kartesius,

3. Garis tersebut adalah garis yang melalui dua titik itu.

Dua titik tersebut biasanya diambil sebagai titik potongnya
dengan sumbu-sumbu koordinat.

Contoh:
Gambarlah grafik garis lurus yang persamaannya g = dx—y— 4 =10
Jawab:

g =2x—y—4=0 Untuk x=10 —

2:-X—Y—4=0< y=4, maka titik potong garis g dengan
sumbu y adalah A (0,—4)
Untuky =0 — 2X-0-4 =0 < X =2 maka titik potong garis
g dengan sumbu x adalah B (2, 0)
Maka garis g adalah garis yang melalui titik A dan B (Gb. 1)
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Garis lurus

1 va-1e MR

A

(0’_4)

/

! Gb. 1

C. Titik Potong Dua Garis Lurus
Garis g dan k& yang persamaannya adalah:
= x+ byy+e=10
k=Eax+by+e=10

Untuk menentukan koordinat titik potong garis-garis g dan k ,
dilakukan cara berikut ini:
Misalkan P = titik potong g dan k, maka titik P terletak pada garis g,
yang berarti koordinat titik P memenuhi persamaan garis g,

X +By+e=0 ... (1)

Titik P juga terletak pada garis k, yang berarti koordinat titik P
mememnuhi persamaan garis i,

BaX+ By +e=0 ... (2)

Dari (1) dan (2), maka x dan ¥ dapat ditentukan. Jadi didapatlah
koordinat titik potong garis-garis g dan k tersebut.

Contoh:
Tentukanlah koordinat titik potong garis g1 =v=x+1 dan
g =2x+y—4=10
Jawab:
L =Ev=x+1;,g, Eix+y—4=10
Misal A titik potong gi dan g, maka:

Ya=X,+1 = Xa—=Ya+1=0 1)
2X, +Y,—4=0 S 22X+ YAa—4=0......... )
3X, -3=0<x,=1....(3)
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Garis lurus

Substitusi persamaan (3) ke persamaan (1), didapat:
l1-y,+1=0cy,=2
Jadi, titik potong g4 dan g, adalah A (1, 2)
SOAL:
Diketahui: g1 =Sx—2y+4=10,
g =4x+3¥y+5=0 dan
g3 =6x—y+15 =10,
jika g1, gz dan g3 membentuk AABC dengan A ={g,5:)
E=1(g4 g5) dan € = (g1, g5)maka tentukan:
1. Koordinat titik-titik sudut AABC
2. Panjang sisi-sisi AABC
3. Panjang ketiga garis berat AABC
4. Koordinat titik berat AABC

D. Gradien Garis Lurus

Perhatikan garis g yang persamaannya g = mx +n dengan m
1 ER
Untuk x =0 - y =n, maka titik potong dengan sumbu y adalah A (0,

n)
Untuk y =0 - mx + n = 0 & X=—1, maka titik potong dengan

sumbu x adalah B (— % ,0)

Misal a = sudut antara garis g dengan sumbu x (arah positif).
Perhatikan AOAB (Gb. 2)
Maka garis g adalah garis AB (Gb. 2)

yk
/g
A (0,n)
B(—ﬂ,o/
.m )
s X

tga=m

v

Jadi,
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Garis lurus

Definisi:

Gradien garis g adalah tangen sudut antara garis g dengan sumbu
x (arah positif)

Contoh:
Tentukanlah sudut antara garis g =2y =x—3 dengan sumbu x
(arah positif)
[awab:
g=2y=x—-73 < g=y=4x-3
maka gradien garis g, mg = %
Misal B = sudut antara garis g dengan sumbu x (arah positif)
Maka tg B = mg = %

19 =05 o tgf=tg 26°34'
& f=26°34

Jadi, sudut antara garis ¥ dengan sumbu x adalah 26°34'

E. Sudut Antara Dua Garis Lurus
Perhatikan Gb. 3

/ Gb. 3

Garis g membentuk sudut a dengan sumbu x (arah positif)
Garis g membentuk sudut § dengan sumbu x (arah positif)
Misal y = sudut antara g1 dan g,
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Garis lurus

Maka Bty=a
< y=a-p
< tgy=tg(a-P)
- tgy = tgo—1tg P
1+1tg a.tgp

Misal gradien garis g1 = mg1 dan gradien garis go=mg
maka tg o = mgi dan tg = mg
Jadi

m, —m

tg,y — 91 92
1+ Mg,-My,

Contoh:

Diketahui: garis g dan garis k dengan persamaan :
g=2y—x—-5=10

k=y=3x+1

Ditanyakan : Hitunglah sudut antara garis g dan garis k
Jawab : g=2y—x—5=0
= pgEZ2y=x+5
=y=21y45
= pB=E¥v= X + Z
1
maka mg = —
2
k=y=3x+1 makamy=3
Misal o = sudut antara g dan &, maka

1 1

3 _2=
ga=—o "M 2 24
l+mgm, 4,14 2;

= o = arctg (-1) = 135°, karena sudut yang dibentuk dua
garis adalah lancip maka oo = (1800- 1359) = 450
Jadi sudut antara garis g dan garis i adalah 450

Tinjauan :

My, =My,

Perhatikan Gb. 3 dan rumus tg y =
1+ my,.Mgy,
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Garis lurus

1. Bila garis g tegak lurus garis g» maka y = 900

m
Jadi tg90 °= —%1 92

1+ m, .My,
td — mgl _m92
1+ my,.My,
= 1 + mgl. ng = 0
1
& | mg.mg, =-lataumy =-——
mg,

2. Bila garis g1 sejajar garis g», maka y = 00

m_—m
Jadi tg 0 °= 292
1+my.mg,
0: mgl_mQZ
1+ mgy,.My,
= mg1—mg2=0
= mgl=mg2

F. Garis Lurus Melalui Sebuah Titik dan Diketahui

Gradiennya

Akan ditentukan persamaan gars lurus yang dinyatakan dalam
gradiennya dan melalui sebuah titik tertentu.

Misal garis g dengan gradien mg dan melalui titik S, maka
persamaan garis ¢ ditentukan dengan cara sebagai berikut :
Garis ¢ dengan gradien mg, persamaannya adalah g=y=mgx+
n,
n adalah bilangan real.
Garis g melalui titik S, berarti koordinat titik S memenuhi persamaan

garis g.

Maka Ys =My Xs+ 1
= n=ys-mgXs
<:> gE y—y5=mgx—mng
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Garis lurus

Jadi |g=y-ys=mg (x- x) adalah persamaan

garis ¢ melalui titik S dengan gradien mg

Contoh:
Diketahui: g=2x-y+3=0
P (3,-1)
Tentukan : a. Persamaan garis lurus yang melalui titik P dan sejajar

garis g
b. Persamaan garis lurus yang melalui titik P dan tegak
lurus garis g
Jawab @ ¢=2x-y+3=0
Sg=y=2x+3
a. Misal garis k dengan gradien my dan melalui titik P
Maka persamaan garis k adalah
k=y-yp=mu(x - xp)
= k=y+1=mx(x-3)
Jika k // g, maka myx = mg= 2
Jadik=y+1=2(x-3)
= k=y+1=2x-6
= k=2x-y-7=0

b. Misal garis I dengan gradien m; dan melalui titik P,
Maka persamaan garis 1 adalah
I=y-yp=m(x-xp)

= I=y+1=m(x-3)
1 1

ika [ tegak lurus g, maka m;= —— = — =
J & g t m, >

Jadil=y+1= —% (x-3)

= lEy+1=—1x+—§
2 2
1 1
= = =x+y-==0
27777
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Garis lurus

SOAL:

1.

G.

Diketahui : garis-garis g dan k dengan persamaan :

I=2x-2y-3=0

k=y=2x-1

Tentukan:

a. Sudut antara garis | dengan sumbu x dan garis k dengan
sumbu x

b. Sudut antara garis [ dan garis k

Diketahui : garis-garis g1 dan g» dengan persamaan :

G=x-2y-4=0

P =y=2x+3

Tentukan:

a. Persamaan garis yang melalui pusat salib sumbu 0 dan sejajar
garis g1

b. Persamaan garis yang melalui pusat salib sumbu 0 dan tegak
lurus garis g

c. Persamaan garis yang melalui titik potong g1 dan g» dan tegak
lurus garis gi

Garis Lurus Melalui Dua Titik

Jika ditentukan titik A dan B maka persamaan garis lurus yang

melalui dua titik A dan B tersebut dilakukan dengan cara berikut ini :
Misal garis AB adalah y = mx +n

]adiﬁzy=mx+n ................................................................ 1)
A pada AB T PYA T IMXA F N (2)
B pada AB P UYB = IMNXB F N 3)

Jika persamaan (1) dikurangi persamaan (2) diperoleh:

Y-ya=(mx +n) - (mxa+n)
@y-yA=mx-mxA
Y- ya=mx-xa)

em=IT @
X=X,

Jika persamaan (3) dikurangi persamaan (2) diperoleh:
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Garis lurus

< YB-Ya = M(XB - Xa)

om=de T 5)
Xg — Xa

Dari persamaan (4) dan persamaan (5) diperoleh:

2 T T 7

X=X, Xg—X,

Y—VYa _ X=X

Ye = Ya Xg = Xp

< adalah persamaan garis AB yang melalui
titik A dan titik B

Contoh :
Tentukan persamaan garis lurus yang melalui titik A(-3,1) dan B(2,3)
Jawab :

AR - X=X
Persamaan garis AB adalah AB= Y=Yn _ A
yB - yA XB - XA

v A I )
2 5
AB  =5(y—1)=2(x+3)
AB  =5y-5=2x+6
AB  =2x-5y +11=0

SOAL:
Diketahui: Titik-titik A(5,1), B(3,-5), dan C(2,2) membentuk segitiga
ABC
Tentukan: 1. Persamaan sisi segitiga ABC
2. Persamaan ketiga garis berat segitiga ABC
3. Persamaan ketiga garis tinggi segitiga ABC
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H. Persamaan Garis Lurus Dalam Bentuk Normal

A
v
S
4
P P
«— P3 ,> X
oY Gb4 P, g

Perhatikan Gb. 4
Titik S terletak pada garis g, dan OS tegak lurus garis g.
Panjang segmen 0S = p
OS membentuk sudut a dengan sumbu x (arah positif)
Dari pernyataan tersebut, maka garis g tertentu oleh besaran p dan a.
Berarti persamaan garis ¢ dapat dinyatakan oleh besaran p dan a
tersebut.
Untuk menentukan persamaan garis ¢ dilakukan cara berikut :
Ambil sebarang titik P pada garis g
P1 = Proyeksi P pada sumbu x

P, = Proyeksi P1 pada OS
Ps = Proyeksi P pada P1 P»
Pada A PP1 Ps -—-P L PP1 P3 = 900—4 OP1 P2
PadaAOP1 P, --» Z OP1P2=900-a
Jadipada APP1P;  --p ./ PP1P3=900-(900- a)
Py 4 PP1 P3 =d
maka PP3=PP;sin ~ PPy P3
= PP;=ypsina
Dari SP,=PP; <« SP2=ypsina
PadaAOP: P, --» OP>=O0Picosa
OP; = xp cos a
sedangkan = OS = OP,+ SP»
p =Xpcosa+ypsina
& Xxpcosatypsina-p=0
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Jika koordinat titik P dijalankan, maka didapat persamaan garis g
tersebut

g=xcosa+ysina-p=0 |adalah persamaan garis dalam bentuk
normal.

p = jarak dari titik 0 ke garis g

a = sudut antara normal garis g dengan sumbu x (arah positif)
Jika garis g dinyatakan oleh persamaan :

g=ax+by+c=0
maka terdapat hubungan :
cosa. sina  —p

a b ¢

<cosa=Aa,sina=Ab,-p=Ac

maka cos2a +sin2a=1
< N2a2 + \2b2 =1
< N2(a2+ b?) =1

1
SN2 =
a’+b?
SA= 1

++/a% +b?
maka cos 4= — -, sina = _ b dan-p=Ac
++aZ+b? ++/a% +b?

&S p=-Ac
ep=_ ¢
PTy va? +b?
Contoh :
Tentukan jarak titik pusat salib sumbu 0 ke garis ¢ =2x -y -3 =0

Jawab :
3 _ 3 _
+ 22+ (17 5

Jarak dari O ke ¢ adalah p =

J_r§\/§‘
5
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I. Jarak Titik dan Garis

Perhatikan Gb. 5

Untuk menentukan jarak titik P ke garis g = x cosa +ysina-p =0
dilakukan dengan cara berikut :

Melalui titik P dibuat garis g’ sejajar g.

Misal jarak P ke ¢ = d, maka jarak titik O ke ¢ = p + d dan sudut antara
normal ¢" dengan sumbu x = sudut antara normal g dengan sumbu x = a
A

y
b\

\

P
D d
“—0 X >
g\ g
v Gb. 5

Jadi persamaan garis g adalah:
g=xcosa+ysina-(p+d)=0
karena titik P terletak pada g, maka
Xpcosa+ypsina-p-d=0
‘<:> d=xpcosa+ypsina-p ‘

Jika garis g dinyatakan dengan persamaan :
g = ax + by +c =0, maka jarak titik P ke garis g adalah :

—C
d=x +y -
"tVaZ+b® "xa?+b? +al+b?
q= ax, N by, . C
+yaZ+b?  +4a?+b?  ++a?+b?
ax, + by, +c

d=

++a? +b?
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Contoh :
Dketahui: titik A(5,1), B(3,-5), dan C(2,2) membentuk AABC.
Tentukan panjang garis tinggi dari titik A

Jawab: Persamaan sisi BC adalah :
‘B_C’ . Y-V, _ X=X,
Yo — Y Xy — X,
— y-2 X-=-2

N BC.: 2 ==-2"=°
-5-2 -2

o BC.YZZ_X“2
-7 1

<  BC:y-2=-7(x-2)

& BC:y-2=-Tx+14

& BC:7x+y-16=0

Panjang garis tinggi dari titik A adalah jarak dari titik A ke BC misal

sama dengan d. Maka
g _|Xatya 16 _|75+1-16 | 2 |_2\/—
|77+ | | B0 | [+JB0| 5

SOAL:

1. Diketahui: titik A(5,1), B(3,-5), dan C(2,2) yang membentuk
AABC.
Tentukan: a. Jarak titik O ke sisi-sisi AABC
b. Luas AABC
2. Diketahui: g= 2x-y +3=0
k=x+3y-2=0
Tentukan: Persamaan garis bagi sudut antara g dan k

J. Berkas Garis Lurus
Diketahui garis g1 dan g» dengan persamaan :
gi=aix+biy+c=0
g2= az2X +b2y +0=0

dibentuk g1+ A g2= 0 dengan AeR
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= aix+biy+c+A (a2x+bay+c2) =0
= (a1+ Aaz) x + (b1 +Aby) y + c1+ Ac2 = 0 adalah persamaan
garis, yang memuat A

Berarti persamaan itu menyatakan garis-garis yang tak hingga banyak.
Karena itu persamaan tersebut dinamakan ”“Berkas Garis ”

Tinjauan:
a. Untuk setiap nilai A didapat satu persamaan garis yang
merupakan anggota berkas
b. Garis-garis g1 dan g disebut anggota dasar

C. Berkas garis yang disusun oleh setiap dua anggotanya,
ekivalen dengan berkas garis semula. (selidikilah)

d. Jika anggota dasar g1 dan g» berpotongan di titik P, maka
semua anggota berkas tentu melalui titik P tersebut.
(selidikilah)

e. Jika anggota dasar g1 dan g saling sejajar, maka semua
anggota berkas saling sejajar. (selidikilah)

Contoh :
Diketahui: g1 = 2x+3y-4=0
g =x-y+1=0
T (5,2
Tentukan persamaan garis yang melalui titik potong g1 dan g» dan
melalui titik T
Jawab:
Persamaan garis yang melalui titik potong g1 dan g» adalah berkas
garis :
g1tAg=0
S2x+3y-4+A(x-y+1)=0
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Jika garis itu melalui T, maka berlakulah :
2XT+3yT—4+}\(XT—yT+1)=0
25+32-4+N(5-2+1)=0
10+6-4+X4=0

4\ =-12

A=-3

Jadi persamaan garis yang ditanyakan adalah :
2x+3y-4-3(x-y+1)=0
2x+3y-4-3x+3y-3=0

-x +oy -7 =0

g ¢0¢

&
&
SOAL:
Segitiga ABC dibentuk oleh tiga garis
I=2x-y=0,g= 5x+3y-15=0dank= x+5y-1=0
A = titik potong I dan g
B = titik potong g dan k
C = titik potong [ dan k
1. Carilah persamaan garis tinggi dari titik A

2. Tentukan tinggi segitiga ABC dengan alas AB
3. Tentukan luas segitiga ABC

Garis lurus
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BAB III
GARIS DAN BIDANG DI R3

A. Sudut Arah Dan Bilangan Arah di R3

Z A
g
Pa| . P__S
TI:::: __________ £--"
IV
o L%y b
L B LTy X
Ps P1
y Gb1

Perhatikan Gb. 1

Garis g membentuk sudut a dengan sumbu x, sudut 3 dengan sumbu
y, sudut y dengan sumbu z, maka sudut arah garis g ditulis dengan
lambang [a, B, y].

Ambil titik P pada garis g.

P1 = proyeksi P pada xoy

P, = proyeksi P1 pada sumbu x

P; = proyeksi P; pada sumbu y

S = proyeksi P pada xoz

P, = proyeksi S pada sumbu z

T = proyeksi P pada yoz

Pada AOP,P, siku-siku di P> (selidikilah)

maka OP, = OP cos a

OP, X,

Oop OP

Pada AOPsP, siku-siku di P (selidikilah)

maka OP; = OP cos

<& cosa=
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< P1P>=0P cos 3
o cospe PP Yo
Op OFP

Pada AOP4P, siku-siku di Py (selidikilah)

maka OP;=O0OP cos y
< PP1=0Pcosy

PP, Z,
& cosy= —=—
OP OP
Dibentuk cos?2 a + cos2 P + cos? y =
X z 2
( p)2+(yp)2+( P)ZZ(OP)ZZ
oP oP OP (OP)

Bilangan arah garis lurus adalah bilangan yang sebanding dengan

cosinus sudut arah garis itu.

Jika bilangan arah garis g ditulis dengan lambang [a, b, c], maka
a:b:c= cosa:cosfP:cosy

Misal cos a = Aa, maka cos 3 = Ab dan cos y = Ac

Dari cos? a + cos?  +cos?2y =1

= Naz+Nb2+Nc2=1
'(—:l AZ(a2+b2+C2)=1

= 1
a’+b%+c?
> A= 1 Jadi
++a2 +b% +¢?
a
cCosa-=
++/a? +b% + 2
cos B = b
< ++/a? +b? +¢2
cosy = ¢
++a? +b? +¢?
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Jika bilangan arah garis k = [1,2,3]. Hitunglah sudut-sudut arah garis k
Jawab: Misal sudut arah garis k = [a, B, y] sedangkan bilangan arah
garis k =[1,2,3]

Jadi cos a = ! = L = _i\/ﬂ
+1?+22+32 =14 14

cos B = 2 S =il\/ﬁ
+1P+2°+32 14 T

cosy = 3 -3 =_i\/ﬂ

+1?+22+32 V14 14
Jadi
sudut arah garis k

= [arcos i%\/ﬁ, arccosi%\/ﬁ, arccosi%\/ﬁ]

B. Sudut Antara Dua Garis di R3

Jika sudut-sudut arah dua garis telah disebutkan maka kita dapat
menentukan sudut antara dua garis tersebut.
Perhatikan Gb 2

Z A

81

K¢l

y Gb2

Sudut arah garis g1 = [a1, B1, y1]
Sudut arah garis g2= [az, B2, V2]
Maka sudut antara g1 dan g dihitung sebagai berikut :
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Misal sudut antara g:1dan g>adalah 6
Ambil sebarang titik P pada g1

P1 = proyeksi P pada xoy

P> = proyeksi P pada sumbu x

Garis patah OP,P;P jika diproyeksikan pada garis g maka proyeksi itu
sama dengan proyeksi ruas garis OP pada garis g» (selidikilah)

Sedangkan proyeksi garis patah OP,P1P pada garis g, adalah :
OP3cos az + OP3cos B2+ OP4cos ya
= OPzcos az + P1P2cos 2+ PP1cos y2
= XpCOSs az + ypcos {32+ zpcos y2
= OP cos a1 cos az+ OP cos 1 cos P2 + OP cos y1cos y2
= OP (cos ai cos az+ cos P1 cos P2 + cos y1€OS y2)
Dan proyeksi ruas garis OP pada garis g> adalah OP cos 6

Jadi OP cos 6 = OP (cos ai cos az + cos 1 cos B2 + cos y1€OS Y2)

Cos 0 = (Cos a1 Cos az+ Cos p1 Cos f2 + Cos y1 Cos y2)

Jika bilangan arah garis g1 = [a1 ,b1,c1 ]

dan bilangan arah garis g» = [a2 ,b2,c2 ], maka

a a b b
1 2 4 1 2
2 2

Cosf =
i\/af+bf+c12 i\/a§+b§+cz i\/a12+b12+012 i\/a§+b§+cz

¢ )

J_r\/a12+b12+012 + §+b§+cg

a1a2+b b 5 +CCy
i\/a12+b2+cl\/ +b2+c2

Cos 0 =
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Kemungkinan:

1. Jika g1 tegak lurus g», maka 6 = 900 atau cos 6 = 0, jadi
a,a, +byb, +c4C,

0=
i\/a12+b12+c12\/a§+bg+c§

atau

aa, + blb2 +CCn= 0

2. Jika g1 sejajar g2, maka a1 = az
< COS 1= COS a2

a a
T2 12 2 222 2
J_r\/a1+bl+cl J_r\/a2+b2+c2

2.2, .2
a +.lar +bs +c
T NI
a
2 =+ a2+b2+c:2
B1= P2 <cos 1= cos P2

by _ b,

2 .2 2 2 .2 2
w_L\/a1+b1+c1 + a2+b2+c2
2.2, .2
b +./as+bs+c
o 1717

b, \/2 2 2
2 =+ a2+b2+c2
Y1=Y2 <&>C0S Y1 = COS Y2
c
@ 212 2
w_L\/a1+b1+c1 i\/a2+b2+02

2 2., .2
¢ iwlal +b1 +C)

> —— =
Co i\/a§+b2+c

38
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b o a2+b2+012
Jadi 1
2 i\/a +b2+c§
Atau
4 _h_G
a, by ¢
Soal:

1. Bilangan arah garis | = [1, 3, 2] dan bilangan arah garis k = [2, 1, 3]
Hitunglah sudut antara garis [ dan garis k

2. Bilangan arah garis | = [2, 1, 4] dan bilangan arah garis k = [1, 2, m]
Jika I tegak lurus k, hitunglah m

3. Bilangan arah garis g1 = [1,3,4] dan bilangan arah
garis g2=[2, 6, m]. Hitunglah m jika garis g1 sejajar garis g2

C. Bidang Datar di R3

Persamaan linier dalam 3 variabel x, y, dan z yang bentuk
umumnya adalah Ax + By + Cz +D = 0, grafiknya pada salib sumbu
kartesius merupakan bidang datar.
Untuk membuktikannya dilakukan cara berikut:
Tentukan 2 titik sebarang yang terletak pada grafik itu. Kemudian kita
tetapkan sebuah titik yang terletak diantara 2 titik tersebut. Jika titik
ketiga ini juga terletak pada grafiknya. Maka tentulah grafik itu
merupakan bidang datar.
Misal V= Ax+By+Cz+D=0
Jika titik M dan N terletak pada V, maka

Axm+ByMm+ CzZm + D=0 1)
AXN+ByN+CZN+D=O .......................................................... (2)
Jika titik T terletak diantara titik-tittk M dan N, dan TM : TN =A:1
o= kxN+XM’ yr= kyNerM’ dan 71 = Az +Z,,
A+l A+l A+l
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Diselidiki posisi titik T terhadap V :
Axt + ByT + Czr +D
_AGX + Xy )+ By +Yy) +FCA(y +2y) + DO +1)
A+1
A (Ax, + By, +Cz, + D)+ (Ax,, + By,, + Cz,, + D)
A+1

k.0+0=0

Menurut (1) dan (2) didapat:

Berarti koordinat titik T memenuhi persamaan V. Jadi titik T terletak
pada V. Maka V yang persamaannya adalah persamaan linier dalam
variabel x, y, dan z tersebut, grafiknya merupakan bidang datar.

Contoh:
1. Diketahui: V =2x -y +3z-4=0
Tentukan titik-titik potong V dengan sumbu koordinat.
2. Diketahui: P(-3, 1, 0), Q(2, 3, 1), R(1, 2, 3)
Tentukan persamaan bidang yang melalui titik P, Q, dan R.

Jawab
1.V=2x-y+3z-4=0

Misal A = titik potong V dengan sumbu x, maka

2xa-ya+3za-4=0 | ©2xa-4=0
yA=0,ZA=0 Sxa=2
Jadi titik potong V dengan sumbu x adalah A (2, 0, 0)

Misal B = titik potong V dengan sumbu y, maka

ZXB—yB+3ZB—4=0 @-yB—4=0
XB=O,ZB=O @yB=-4

Jadi titik potong V dengan sumbu y adalah B (0, -4, 0)
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Misal C = titik potong V dengan sumbu z, maka

4

2xc - yc +3zc-4=0 }@3zc—4=0
S ze= —
“ 3

XC=0,yC=0

Jadi titik potong V dengan sumbu z adalah C (0, 0, %)

2. Misal W = Ax + By + Cz + D = 0 adalah bidang yang melalui titik
P, Q,dan R maka

AXP+ByP+CZP+D=0 = BA+B+D=0.....ccccci. (1)
Axq +Byq+Czq+ D=0 <« 2A+3B+C+D=0............ )
Axg + Byr+Czr+ D=0 < A+2B+3C+D=0............ 3)

Dari persamaan (1), (2) dan (3):
Persamaan (2) dikali 3 - 6A +9B +3C+3D =0
Persamaan (3) — A+2B+3C+D=0

SA+7B+2D =0 oo (4)

Persamaan (4) 5A+7B+2D=0
Persamaan (1) dikali2 - -6A +2B+2D =0
11A +5B =0
5

= A=——B
11

3 —>B+B+D=0
11

Dgig+p=0
11

11

—>2.—£B+3B+C+(—§)B=O
11 11
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—EB+3B+C+(—§)B=0
11 11
& C= ji[i
11
Jadi W =Ax+By+Cz+D=0
= E—in+By+iBz+(—§)B=0
11 11 11

= W =5x-11y-3z +26=0

Soal:
1. Tentukan karakteristik dari bidang yang persamaannya adalah :
a. Vi=2x-y+5z=0
b. Vo=3x+2y-3=0
c. Va=x-2z=0
d. Va=2x-5=0
2. Tentukan persamaan bidang yang melalui titik-titik P(1, 2, -3),
Q(3, 1, 4) dan pusat salib sumbu O.
3. Tentukan persamaan bidang yang memotong sumbu-sumbu
koordinat di titik P(3, 0, 0), Q(0, 4, 0) dan R(0, 0, 2)
4. Diketahui: W = 2x -y +3z-1=0
V=x+y-22+3=0
Tentukan koordinat titik sekutu W dan V yang berabsis 3

D.Persamaan Bidang Dalam Bentuk Normal
(Persamaan Normal Hess)

Perhatikan Gb.3 Z4
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Pada bidang W, titik S pada . Garis 0S tegak lurus bidang W. Sudut
arah OS =[q, B, y]. Panjang OS =p

Dari pernyataan tersebut maka bidang w tertentu oleh besaran-
besaran a,f,y dan p.

Berarti persamaan bidang W dapat dinyatakan oleh besaran-besaran
tersebut.

Untuk memperoleh persamaan bidang W dilakukan cara berikut :
Ambil sebarang titik P yang terletak pada bidang W,

P = proyeksi P pada xoy

P = proyeksi P1 pada sumbu x

maka proyeksi garis patah OP,P1P pada OS = proyeksi OP pada OS
(selidikilah)

Jadi OP; cos a + P1P> cos p + PPicos y = OS = p

< xpcosa+ypcosf+z,cosy=p

< xpcosa+ypcosfB+z,cosy-p=0

Jika koordinat titik P dijalankan , terdapatlah persamaan bidang W
tersebut

W=xcosa+ycosP+zcosy-p=0

adalah persamaan bidang W dalam bentuk normal

p = jarak pusat salib sumbu O ke bidang W

[a, B, y] = sudut arah garis normal pada bidang W

Jika bidang W dinyatakan oleh persamaan

W = Ax + By +Cz +D = 0, maka terdapatlah hubungan

cosa  Ccos fB _Ccosy _-p
A B C D

misal perbandinan tersebut bernilai A maka

cosa=AA

cosB=AB cos?2 a+cos? B+ cos2y =N (A2+ B2+ ()

cosy=AC 1=N(A2+B2+ ()
1

++A? + B2 +C?

-p=AD A
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Karenap=-AD
-D

p=
++A? + B2 +C?

, adalah jarak pusat salib sumbu O ke bidang W

Sedangkan sudut arah garis normal bidang W dihitung dari

A
cosa-=
+JA? + B2+ C?
B
cos B = - - -
+JA2+B?+C
cosy = ¢
+JA? +B? +C?

Definisi: Yang dimaksud dengan sudut arah sebuah bidang, adalah
sudut arah garis normal bidang tersebut. Jadi sudut arah
bidang w adalah [a, {3, ]

E. Sudut Antara Dua Bidang

Definisi :

Sudut antara dua bidang adalah sudut antara garis normal bidang
yang satu dan garis normal bidang yang lain.

Perhatikan Gb. 4

N2 0

V2 ni

Gb 4
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Bidang-bidang Vi dan V: berpotongan pada garis potongnya (V1, Va)
Bidang W memotong tegak lurus bidang-bidang Vi dan V,

Garis n; terletak pada W, dan memotong tegak lurus (Vi, W)

Garis na terletak pada W, dan memotong tegak lurus (V2, W)

n; dan ny berpotongan di titik S dan membentuk sudut 6

Sudut antara Vi dan V; adalah sudut yang dibentuk oleh (Vi, W) dan

(V2, W) atau pelurusnya sudut tersebut yaitu sudut yang dibentuk
oleh n; dan n> (0)

Sedangkan n; adalah garis normal bidang Vi dan n, adalah garis
normal bidang V> .

Jadi sudut antara Vi dan V; adalah sudut antara garis normal V; dan
garis normal V»,

Jika persamaan bidang-bidang Vi dan V> adalah

Vi =xcos ai +y cos B1+ cos y1 -p1 =0

V2 =xcosa+ycosPatcosyr-p2=0

maka sudut-sudut arah garis normal Vi adalah [ai, 1, y1] dan sudut-
sudut arah garis normal V> adalah [ay, B2, y2]

Misal sudut antara V1 dan V, adalah 6, maka

cos 0 = cos ai.cos az+ cos P1 .cos B2+ cos y1 .cOS Y2

Bilangan arah bidang datar adalah bilangan arah garis normal bidang
itu Misal bidang V= =Ax + By + Cz + D = 0 sudut arahnya adalah
[a, B, ], maka:

A
+JA?+B?+C?

B
++A>+B?+C?

C

++A?+B?+C?

Jika bilangan arah V adalah [A, B, C], maka terdapat hubungan
cosa:cosPB:cosy =A:B:C

cosa=

cos 3 =

cosy =
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Jika bidang-bidang Vi dan V. masing-masing dinyatakan dalam
persamaan :

Vi = A1X+B1y+C1Z+D1=0

Vo =Ax + Bzy + Coz+Dr=0

maka sudut antara V; dan V; adalah :

cos 0 =

AL Az By By G Co

2 2
\/Al +Bl +C1 *\/AZ +By +C2 \/Al + Bl +C1 *\/AZ + By +C2 \/Al + Bl +C1 *\/AZ +82 +C2

AlA +BB +C,C

cos=——L gLt
i\/Al +Bl +C1 \/A2+BZ+C2
Kemungkinan:

1) Jika Vi tegak lurus V, maka 0 = 900 atau cos 6 = cos 900 =0

fadi 0= A1A2 + 8182 + C1C2
2 2 2 2 2
i\/A1 +B1 +C1 \/A2+BZ+C2

atau

AlA +B B +01C2:O

2) Jika Vi sejajar V2, maka

d1 = d2 < COS d1 = COS A2

A Ay

f—g =

+ A +B+C} +/AZ+BZ+C’
A A’ +B}+C/

<:>—:
A, £ JA?+BZ+C?

B1=P2< cos P1=cos P2
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Bl BZ

+A?+B2+C; - + A2 +B+C’

f—g

Y1= Y2 COSY1=COSY2
Cl C2

+A*+B +C} - +AZ+B.+C’
C, *JAI+B +C!

f—g

& — =

C, +A?+BZ+C?
Jadi i:i:&
AQ BZ C2

F. Persamaan Bidang Melalui Sebuah Titik dan
Bilangan Arah Tertentu

Bidang dapat ditentukan persamaannya, jika diketahui bilangan
arahnya dan melalui sebuah titik tertentu.
Bidang V bilangan arahnya adalah [A, B, C] maka persamaannya
V=Ax+By+Cz+D=0
Bidang V melalui titik P, maka didapatlah
Axp+ By, +Cz, + D=0 D =-Ax, - By, - Cz,
Jadi persamaan bidang V adalah
V = Ax+ By + Cz + (-Axp - By, - Czp) =0 atau

V=A(x-xp) +B(y-yp) +C(z-2p) =0

V adalah persamaan bidang yang melalui titik P dengan bilangan
arahnya [A, B,C]
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Contoh:

1. Diketahui: Vi =3x-6y-2z=15
Vo=2x+y-2z=5

Tentukan besar sudut antara Vi dan V;

2. Diketahui tW=2x+3y+5z-10=0
P (1,2-1)
Tentukan: a. Persamaan bidang yang melalui titik P dan sejajar
bidang W
b. Persamaan bidang yang melalui titik P dan titik
pusat salib sumbu O dan tegak lurus bidang W

Jawab:
1) Vi=3x-6y-2z=15
Vo=2x+y-2z=5
Misal sudut antara V; dan V;adalah 6, maka
3.2+ (-6).1+ (-2).(-2)

i\/32 +(-6)2 +(-2)2 \/22 +12 4 (-2)2
6-6+4

+/49/9
4

cosf =

+21
=(0.190476
< 0 = arc cos 0.190476

2. W=2x+3y+5z-10=0

P (1,2,-1)
a. Misal bidang U dengan bilangan arah [A,B,C] dan melalui titik P,

maka persamaan bidang U adalah
U= A(x-xp) +B(y-yp) +C(z-2p) =0

< U=A(x-1)+B(y-2)+C(z+1)=0

< U=Ax+By+Cz-A-2B+C=0

karena U sejajar W, maka

é = E = E , maka nilai perbandingan ini = A

2 3 5
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maka A =2\, B=3\, danC=5A\

Jadi persamaan U adalah U =2M+3Ay+5Az-2\-6A+51=0
= U=2Ax+3Ay+5Az-3\=0
= U=2x+3y+5z-3=0

b. Misal bidang V dengan bilangan arah [A,B,C] dan melalui titik P,
maka persamaan bidang V adalah
c. V=AX-xp)+B(y-yp) +C(z-2p)=0
= V = Ax + By + Cz - Ax, - By, - Czp
=0
= V=Ax+By+Cz-Al1-B2-C(-
1)=0
= V=Ax+By+Cz-A-2B+C=0
juga melalui titik pusat salib sumbu O, maka
V=Axo+Byo+Cz-A-2B+C=0

< -A-2B+C=0....cceeiininn.n 1)
tegak lurus W, maka 2A +3B+5C=0...................... (2)
persamaaan (1) dikali 2 -2A-4B+2C=0
Persamaan (2) 2A+3B+5C=0 +

-B+7C =0 < B=7C
Substitusi ke persaamaan (1)
-A-27C+C=0 < A=-13C

Jadi persamaan bidang V adalah
V=-13Cx+7Cy +Cz+13C-27C+C=0
< V= 13Cx+7Cy +Cz=0
& V=13x+7y+z=0

Soal:

1. Tentukan besar sudut antara bidang-bidang Wi=x+2y +2z=5
dan Wy=3x+5y+2z=8

2. Tentukan persamaan bidang yang melalui titik P (-1,3,2) dan
sejajar bidang U =3x +5y +2z -8 =0

3. Tentukan persamaan bidang yang melalui titik P (-1,3,2) dan tegak
lurus bidang-bidang W1=x +2y +2z=5dan W>=3x +5y + 2z =8
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G. Jarak Titik Ke Bidang Datar

Z 4

y Gb5

Jika diketahui sebuah bidang dan sebuah titik, maka jarak titik ke

bidang tersebut dihitung sebagai berikut:

Bidang V dinyatakan oleh persamaan
V=xcosa+ycosP+zcosy-p=0

Misal jarak titik P ke bidang V adalah d

Buatlah bidang W yang melalui P dan sejajar V, maka jarak titik pusat

salib sumbuOkeW=p+d

Sudut arah bidang W = sudut arah bidang V = [q, {3, Y]

Jadi persamaan bidang W adalah
W=xcosa+ycosP+zcosy-(p+d)=0

Titik P terletak pada bidang W, maka :

Xpcosa+ypcosB+zycosy-(p+d)=0

< d=xpcosa+ypcos+z,cosy-p

Jadi jarak titik P terhadap bidang V = x;, cos a + y, cos B + z, cos
y-p=0
adalah :

d =[x, cosa+y, cos B+, cosy-p|
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Jika bidang V dinyatakan oleh persamaan
V = Ax + By + Cz + D = 0, maka jarak titik P terhadap
bidang V adalah

d=|x A +y B +z c —D
B e e N I S e i -
+ A2+BZ+C2 + A2+BZ+C2 i\/A2+BZ+C2 i\/A2+BZ+CZ
. AXP +Byp +CzP+D
+VA2 ,B2,c?
Contoh:

1) Tentukan jarak titik P (1,2,3) ke bidangW =x-y+2z-1=0
2) Tentukan jarak antara bidang Vi = x -2y +3z-1=0 dan
bidang V2=2x-4y+6z+5=0

Jawab:
1) W=x-y+2z-1=0
Jarak titik P (1,2,3) ke W adalah
Xp - Y _[1-2+23-1
| +J6

q= p+22P—1

i\/12+(—1)2+22

2) Vi=x-2y+3z-1=0
Vo=2x-4y+6z+5=0

a2
‘IHE V0

Perbandingan koefisien x pada Vidan V;= 5
. . -2
Perbandingan koefisien y pada Vidan V.= 2
3

Perbandingan koefisien z pada Vidan V.= 5
1 -2 3

sedangkan —-=——=—
2 -4 6
Jadi Visejajar V;
Jarak bidang V1 ke bidang V> dicari sebagai berikut :
Ambil titik A (0,0, za) pada bidang Vi, maka

XA—ZyA+3ZA—1=0
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< 3za=1oza= <

3
1
Jarak bidang Vi ke bidang V> = Jarak A (0,0, 5) ke bidang Vo= d
:‘ZXA_4yA+6ZA+5 _|2+5 || 7 =%\/ﬁ
‘1\122+(—4)2+62 ‘i‘/% \12\/174

Soal:

1. Tentukan jarak titik A (-1,2,3) ke bidang V= 2x +y +2z-1=0

2. Tentukan jarak bidang Vi= x-2y +z-1=0 dan bidang
Vo= 3x-6y+3z+5=0

3. Tentukan koordinat titik P pada sumbu x yang berjarak 5 ke
bidang W = 2x -y + 2z -5 =0.

4. Diketahui V= 2x-y+2z+5=0 danW = x+2y+2z-3=0
Tentukan Persamaan bidang bagi sudut antara V dan W (bidang
bisektris)

H. Berkas Bidang Datar
Jika diketahui persamaan 2 bidang Vi dan V>,
Vi=Aix+Biy+Cz+D1=0
Vo = Aox+ By + Gz +D2 =0
maka persamaan V = Vi+A V2= 0, A € Bilangan Real
atau Aix + Biy + Ciz +D1 + A (Aox + Bay + Coz +D) =0
= (A1t AAg)x + (B1 + ABy)y + (Ci+ NC)z +D1 +AD2 = 0
adalah persamaan bidang datar juga.
Karena persamaan tersebut memuat A € R, maka persamaan itu
menyatakan bidang datar yang tak higga banyak dan disebut
Berkas Bidang

Kemungkinan:

1. Untuk sebuah nilai A didapat satu persamaan bidang, yang
merupakan anggota berkas sedangkan Vi dan V; disebut anggota
dasar

2. Berkas bidang yang disusun oleh setiap 2 anggotanya adalah
ekivalen dengan berkas bidang semula (selidikilah)
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3. Jika anggota dasarnya Vi dan V: berpotongan pada garis
potongnya (V1,Vz2), maka semua anggota berkas tentu melalui garis
potong (V1,V2) tersebut.

Bukti :
Perhatikan Gb 6

7

V> P

V
Ambil sebarang titik P pada (V1,V2), berarti titik P terletak pada
Vi— Aixp + B1yP +Cizp+tD1=0 i, (1)
dan titik P terletak pada
Vo— Axxp + Boyp + Cozp+D2 =0 oo (2)

Diselidiki posisi titik P terhadap berkas bidang Vi+A V> =0 atau

Aixp + Biyp + Cizp +D1 + A (Aoxp + Bayp + Cozp +D2) =0

menurut (1) dan (2) - 0+A0=0

(persamaan ini bernilai benar)

Maka koordinat titik P memenuhi persamaan berkas Vi+A V=0
Sedangkan titik P terletak pada (V1,V2)

Berarti setiap anggota berkas tentu melalui (V1,V2)

Jika anggota dasarnya Vi dan V: sejajar, maka semua anggota berkas
saling sejajar (selidikilah)

Contoh:

1. Tentukan persamaan bidang yang melalui titik A (3,2,1) dan garis
potong bidang Vi = 2x+3y+z+12=0dan V> = x-4y+z-10=0

2. Tentukan persamaan bidang yang melalui garis potong
Vi=x-3y+z-7=0 danV>=2x-y+3z-5=0 dan tegak
lurus bidang Vs= x+2y+3z+7=0
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Jawab:

1. Persamaan bidang yang melalui garis potong V1 dan V; adalah
W= Vi+AVo=0W= 2x+ 3y +z+12 + A\(x -4y + z-10) =0
Bidang W melalui titik A, maka
2xa + 3yA +zA +12 + }\(XA - 4.yA+ ZA — 10) =(
23+32+1+12+A3-42+1-10)=0
25+A-14=0

25

14N=25 A= —

14
Jadi persamaan bidang W adalah
W=2x+3y+z+12 + % (x-4y+z-10)=0

W = 28x + 42y + 14z +168 + 25x - 100y + 25z - 250 = 0
W =53x-58y +392-82=0
2. Misal bidang W melalui garis potong V1 dan V, maka

W= V1+ }\Vz =0
W=x-3y+z-7+A2x-y+3z-5)=0
W=(T+2N)x+(-3-N)y+(1+3N)z-7-5A=0
Bidang W tegak lurus bidang Vs, maka
(T+2N)1+(-3-A)2+(1+3N)3=0
1+2N -6-20+3+9\=0
ON-2=0,A= 2

9
Jadi persamaan bidang W adalah

2 2 2 2
1+2.— )x+(-3-=)y+(1+3. =)z-7-5. - =0
(1425 ) H(B- S )y + (143, 0)z=7-5. ¢
W51£X—3gy+132—8£=0

9 9 3 9

W=13x-29y +152-73=0
Soal:
1. Tentukan persamaan bidang yang melalui garis potong bidang-

bidang Vi= 2x-y +3z-5=0dan Vo= x+2y + 3z + 7 =0 dan
melalui pusat salib sumbu O
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2. Diketahui: V=2x+3y+z+2=0
W=x-3y+2z-5=0
Tentukan persamaan bidang yang melalui garis potong V dan W
dan tegak lurus U = x-2y +2z+1=0
3. Diketahui U= x+y-3z+2=0danP (3,1,-2)
Tentukan Persamaan bidang yang melalui garis potong bidang U
dan bidang xoy dan melalui titik P
4. Tentukan persamaan bidang yang melalui garis potong bidang-
bidang Vi=2x+3y+z-4=0danVy =x+y+z+1=0dan
tegak lurus bidang xoy

I. Persamaan Garis di R3

Garis lurus pada R? dinyatakan oleh 2 bidang datar.
Perhatikan Gb 7

n2

\Y

Gh7

Garis g dinyatakan oleh 2 bidang Vi dan V; yang ditulis dengan
lambang

| Vi=Ax+By+Ciz+D, =0

|V, =Ax+B,y+C,z+D, =0

n; = garis normal V;

n = garis normal V>

Jika garis g tegak lurus n; dan tegak lurus no.

Misal bilangan arah g = [a,b,c], maka didapat hubungan :
aA1+DbB1+cCi =0, (1)
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aAr +bB+cCo=0............ (2)
menurut (1) dan (2) maka bilangan arah garis g = [a,b,c]
selanjutnya tentukan sebarang titik P pada g berlakulah
Aixp+ Biyp+ Cizp + D1 =0 ............. 3)
Aoxp + Bayp + Cozp + D2 =0 ............. 4)
pada (3) dan (4) dengan mengambil sebarang nilai untuk xpyp atau zp
didapatlah koordinat titik P
Maka persamaan garis g dapat dinyatakan dalam bentuk

X—Xp :y_yp _ -7

a b c

gE

Contoh:
1. Tentukanlah bilangan arah garis g yang dinyakan oleh persamaan

Vi =x-2y+3z-1=0
|V, =2x-y+2+2=0

2. Tentukan persamaan garis lurus yang melalui titik P (3,-1,4)
dengan bilangan arah [3,-1,2]

Jawab:
5 E{Vl =x-2y+3z-1=0
V,=2x-y+z+2=0
Misal bilangan arah garis g = [a,b,c]
Berarti g tegak dengan garis normal V,

makala+b.-2+c3=0
a-2b+3c=0....... (1)

dan g tegak dengan garis normal V,
2a+b.(1)+cl1=0

2a-b+c=0..ccc... (2)
Persamaan (1) dikali 2 —2a-4b + 6c=0
Persamaan (2) — 2a-b+c=0 .

-3b+5c=0,c= %b

a—2b+3.§b=0,a—2b+ gb=0
5 5
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a= lb
5

jadi bilangan arah garis g = [%b,b, gb]=[1,5,3]

2) Garis g melalui titik P (3,-1,4) dan bilangan arahnya [3,-1,2], maka
persamaan garis g
X—Xp _ Y=Y _Z—2p

3 -1 2
x-3 y+1 z-4

3 -1 2

gE

g=

Soal:
1. Tentukan Cosinus sudut arah garis ¢ yang persamaannya

_[Vy=x-2y+3z=1
|V, =4x-y+22=6

2. Diketahui garis g; dan g2 yang persamaannya:
_x=1_y+3_1z-1

9 = 3 2 -1
9 _X+2_2y-3_3z+4
27 6 8 6

Selidikilah kedudukan garis g1 dan g» tersebut
3. Diketahui garis ki dan k; yang persamaannya

k__mgzx—2y+32+2=0
W, =2x-y+22-3=0
x-1 y+3 z-2

2 3 4
Tentukan sudut antara garis k; dan k

K,
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Tempat Kedudukan

BAB IV
TEMPAT KEDUDUKAN

A. Definisi Tempat Kedudukan
Tempat Kedudukan adalah himpunan titik-titik yang mempunyai
syarat tertentu. Ada tiga cara untuk mencari persamaan tempat
kedudukan yaitu:
1. menjalankan titik
2. Menggunakan parameter
3. Gabungan menjalankan titik dan menggunakan parameter

1. Menjalankan Titik
Langkah: (i) Ambil sebarang titik (xo, yo) yang memenuhi
persyaratan
(if) Cari hubungan xo dan yo
(iii) Jalankan (xo, yo) artinya xo diganti dengan x dan yo
diganti dengan y

Contoh:
Tentukan tempat kedudukan titik-titik yang berjarak sama dari titik
P(4,3) dan Q(2, 1)
Jawab:
(1) Ambil sebarang titik T(xT, yT)
(i) PT=QT

\/(XT _XP)2 +(yT - yP)2 :\/(XT _XQ)2 +(yT _yQ)2

0 =82+ (Y =3)2 = (% —2)% +(y; —1)°
= (XT _4)2 +(yT _3)2 = (XT _2)2 +(yT _1)2

Xl —8% +16+ Yy, 6y, +9-% " +4% 44—y,  +2y. —-1=0
& —4X; —4y; +20=0
S X +Yr —5=0
(iii) T(xr, y1) dijalankan sehingga diperoleh: x + y -5=10
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Jadi tempat kedudukan titik-titik yang berjarak sama terhadap
titik P dan Q adalah garis dengan persamaan x +y -5 =0 (garis

tersebut tegak lurus dengan PQ).

2. Menggunakan Parameter

Langkah: (i)

Contoh:

Ambil satu atau lebih parameter (penentu
persamaan)

Cari hubungan variabel misal x, y dan parameter
berdasarkan syarat yang sudah diketahui
Eliminir parameter, sehingga didapat persamaan
tempat kedudukan

Tentukan tempat kedudukan titik-titikk P sedemikian hingga
mZAPB = 90° dengan A dan B diketahui

Jawab:

A(-a,0) B(a,0)

Gb. 1

AB dianggap sebagai sumbu x
Misal AB = 2a sehingga A(-a, 0) dan B(a, 0)

(1) AP =

(if) BP L AP maka Mg =—

BP=y-0=-—

59
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1

S Yy=- (x—a)
Mpp
1
S My =—(X—8)ccrerrme. )
y
Dari persamaaan (1) ke persamaan (2)
y 1
=——(x—-a
(x+a) vy (x-a)

< yi=(a+x)(a—x)
sy =a’-x°
o xP+y?=a’
Jadi  tempat kedudukan titk P  sedemikian  hingga
MZ/APB =90° adalah lingkaran dengan persamaan X° +Yy* =a®

(lingkaran dengan pusat (0, 0) dan jari-jari = a)

3. Gabungan menjalankan titik dan menggunakan parameter
Contoh:

Tentukan tempat kedudukan titik tengah-titik tengah tali busur
yang sejajar garis i = ax, jika diketahui lingkran x* +y® = a’

y

A
\4

Gh. 2

garis-garis yang sejajar y = ax adalah ~ y = ax + n, n adalah parameter
Garis y = ax + n memotong lingkaran di 2 titik

X2 +y? =a?

o xP+(ax+n)’ =a’
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< x*+a’x® +2anx+n’—-a* =0
< (1+a%)x? +(2an)x+n*—-a® =0...(1)
misal T(xr, yr) merupakan titik tengah tali busur maka  T(xt,yT)

terletak pada y=ax+nartinyayr=axr+n .............oool (2)
X, +X
T titik tengah tali busur artinya X; = 172 ......................................... 3)
Perhatikan akar-akar persamaan (1):
2an
S X X T T 4
1 2 1+ az ( )
Substitusi persamaan (4) ke persamaan (3)
_ XX,
T2
2an
2
ox - Lta’
2
o X =— an
T 1+a?

< X, (1+a’) =-an
X, (1+a%)
n=-"+_—~"7
—a
Substitusi n ke persamaan (2)
Y, =ax, +n
X; (1+a’
x, +d+a)
—a
_axg(—a)+ X, +a’x
—a

X
T(x1, yr) dijalankan sehingga diperoleh y = a
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Jadi tempat kedudukan titik-titik tengah tali busur pada

1
lingkaran X* + y* = a”adalah garis dengan persamaan y = 3 X

(garis yang tegak lurus garis y = ax)

SOAL
1. Diketahui titik P(-3, 4) dan Q(3, -2). Tentukan tempat kedudukan
titik-titik yang jaraknya terhadap P dan Q berbanding 2 : 1

2. OA dan OB merupakan dua jari-jari suatu lingkaran yang saling
tegak lurus. Dari sebuah titik P pada lingkaran ditarik garis yang

tegak lurus OB dan memotong OB di C. Titik potong OP dan
AC adalah T. Tentukan tempat kedudukan titik T jika P bergerak
sepanjang keliling lingkaran

3. Diketahui lingkaran dengan persamaan X* + Yy’ = r”dan titik P(a,

b). Tentukan tempat kedudukan titik-titik tengah semua tali busur
lingkaran yang melalui P

B. Pengertian Bidang Tabung

Pandang suatu garis lengkung dengan bidang pemuat V dan

garis g (garis pelukis) tidak sejajar dengan V. Lukis garis-garis melalui
titik-titik pada garis lengkung tersebut yang sejajar dengan garis g.
Garis-garis lurus tersebut membentuk suatu himpunan garis yang
merupakan bidang lengkung. Bidang lengkung yang terjadi adalah
Bidang Tabung
Perhatikan ilustrasi berikut:
Pandang sebuah garis lengkung k (garis pedoman) pada bidang V,
dan garis ¢ dengan bilangan arah [a, b, c] yang tidak sejajar dengan V.
Kemudian melalui titik-titik pada k dilukis garis-garis yang sejajar
dengan g. Garis-garis yang dilukis membentuk suatu himpunan garis
yang merupakan sebuah bidang lengkung yang disebut Bidang
tabung.
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Gh.3

Kemudian jika k merupakan sebuah lingkaran dan sebarang garis g
yang tidak sejajar dengan V. Dengan melukis garis-garis seperti cara
di atas maka diperoleh sebuah bidang lengkung, yang disebut bidang
tabung lingkaran miring.

N
Y

/////////

Sekarang pandang jika k merupakan sebuah lingkaran dan garis g
tegak lurus terhadap V. Dengan demikian garis-garis seperti di atas,
maka diperoleh sebuah bidang lengkung yang disebut bidang tabung
lingkaran tegak.
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i

FITTTTT]]

I

Gb. 4

|-
—>

—
<

C. Persamaan Bidang Tabung
Untuk menentukan persamaan bidang tabung dilakukan sebagai

berikut: Misalnya
Diketahui persamaan garis lengkung dasar tabung adalah:

_[Vv=1f(xy,2)=0
={Wzg(x,y,z)zo

Dan garis ¢ dengan bilangan arah [a, b, c].

Tentukan persamaan tabung tersebut.

Jawab
Ambil sebarang titik T (xo, yo, o) pada k. Ini berarti

f (XO! yO’ZO) =0

9(Xo: Y0:20) =0
Kemudian persamaan garis pelukis bidang adalah persamaan garis
yang melalui titik T (xo, yo, zo) dengan bilangan arah [a, b, c] yaitu:
-1,

X~ Xo _ Y=Y _
a b c
Persamaaan bidang tabung diperoleh jika titik T dijalankan, ini berarti
kita eliminasi X, yo, dan zodari persamaan 1, 2, 3.
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Contoh:
Tentukan persamaan bidang tabung yang garis-garis pelukisnya
mempunyai bilangan arah [2, -3, 4] dan persamaan kurva dasarnya:

Ko X*+y*+2°=9
- z=1
Ambil sebarang titik T{x,%5,25) pada k

Ini berarti

Kemudian persamaan garis pelukis tabung adalah persamaan garis
yang melalui titik T dengan bilanagan arah [2, -3, 4]

X—ony—yO:Z—ZO (3)
> 3 g
Persamaan bidang tabung diperoleh jika koordinat titik T
dijalankan. Ini berarti eliminasi xo, yo, dan zo dari persamaan 1, 2, 3.

Misalkan

2 -3 4
Persamaan (*) dapat dinyatakan dalam bentuk
X—X
L= Xy = X2 (3)

Dengan cara sama diperoleh

Yo=Y+34 dan 2, =244 ..ccceenen 3)

Dari persamaan (2), z, =1dan z, =z -4 , maka diperoleh:
1=z-44
1= (Z _1)
4

Substitusikan persamaan (3) ke persamaan (1),
Dari persamaan (1), X> + Y +22 =9, maka diperoleh

(x=22)* +(y+31)* +(z-41)* =9
Dengan mensubstitusikan nilai A diperoleh:
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{x—@}2+{y+y}z+{z—@}z =9

(4x—2z+2) +(4y+32-3) +16 =144
16x° +16Yy* +132° —16xz + 24yz + 16X — 24y — 262 -130 =0

Jadi persamaan tabung yang diminta adalah:
16X +16Yy° +13z° —16xz + 24yz +16x— 24y — 262 —-130 =0

D. Pengertian Bidang Kerucut

Pandang suatu garis lengkung yang termuat pada bidang V
dan dan ada titik P di luar bidang V. Garis-garis yang ditarik melalui
P dan titik-titik pada kurva lengkung itu membentuk suatu himpunan
garis lurus yang merupakan bidang lengkung. Bidang lengkung yang
terjadi disebut bidang kerucut yang selanjutnya disebut kerucut.

Perhatikan ilustrasi berikut:

Misalkan k (garis lengkung dasar) terletak pada bidang V dan titik P
diluar bidang V. Kemudian lukis garis-garis melalui titik P dan titik-
titik pada k. Garis-garis tersebut akan membentuk suatu himpunan
yang merupakan sebuah bidang lengkung seperti di bawah ini.
Bidang lengkung yang terjadi adalah Bidang Kerucut

P

JHINS

\Y4

Gh. 5

Kemudian pandang jika k merupakan sebuah lingkaran dan P terletak
sebarang di luar V. Dengan cara yang sama seperti di atas, maka
diperoleh sebuah bidang lengkung. Bidang lengkung yang terjadi
disebut Kerucut Lingkaran Miring
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il

Gb. 6

Sekarang pandang jika k merupakan sebuah dan proyeksi P terhadap
V berimpit dengan pusat lingkaran. Dengan cara yang sama dengan
di atas maka diperoleh sebuah bidang lengkung yang disebut kerucut
Lingkaran Tegak

Gh. 7

E. Persamaan Bidang Kerucut

Untuk menentukan persamaan bidang kerucut, dilakukan
dengan cara sebagai berikut:
Misalkan, diketahui persamaan garis lengkung dasar kerucut adalah:

‘= V="f(xy,2)=0
CW=g(xy,2)=0
Dan Puncak P(x1, y1, z1)

Tentukanlah persamaan kerucut tersebut
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Ambil sebarang titik T (xo, yo, zo) pada garis lengkung k. Ini berarti

f(Xe:Y0:Z0) =0eiiiiine @
9(XosY:2Z0) =0urvrriiiinnnnn @

Sedangkan persamaan garis pelukis kerucut adalah persamaan garis
yang melalui titik T(xo,yo,20) dan P(x1, y1, z1) yaitu:

X=X — Y-Y, _ -1, (3)

Xo =%  Yo=Y¥1 Zo—14
Persamaaan bidang kerucut diperoleh jika titik T(xo, yo, zo) dijalankan
sepanjang kurva k artinya kita eliminasi xo, yo, dan zo dari persamaan
1,2,3.

Contoh:

Tentukan persamaan kerucut dengan puncak P(3, -1, -2) dan
persamaan garis lengkung dasarnya adalah:

5 X +y? -7 =1
| x—y+z=0
Jawab:

Ambil titik T(xo, yo, zo) sebarang pada garis lengkung dasar S. Ini
berarti

Xo=Yo+2Zy=0oreriiimiiiiiin, 2)

Kemudian persamaan garis pelukisnya adalah persamaan garis yang
melalui T(xo, yo, zo) dan P(3, -1, -2) adalah:

Xx-3 y+1 z+2
Xo =3 Yo+l Z,+2

Persamaan bidang kerucut diperoleh jika koordinat titik T dijalankan,
artinya kita eliminasi xo, yo, o dari persamaan (1), (2), dan (3)
Xx-3 y+1 z+2 2

Misalkan = = —
Xo =3 Yo+l z,+2

Persamaan di atas dapat dinyatakan dalam bentuk:
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X_3::ﬂ¢>x—3:iuo—$
Xo —3
X—-3+31
= 3
0 ) ©)
y+1:l¢3y+1:iwo+n
Yo +1
y+1-4
= 3
Yo 2 €))
212 742 A(z,+2)
Z,+2
z+2-22
0 = P (3)

Substitusikan persamaan (3) ke persamaaan (2), maka diperoleh:

X—3+3}t_y+1—/1+z+2—21

=0
A A A

X—Yy+2-2=-224

ﬁ:X—WZZ‘Z .................. @)

Kemudian substitusikan persamaan (3) dan persamaan (4) ke
persamaan (1)

Xg +Ys —25 =1
[x—3+3,1j2 +(y+1—,1j2 _[z+2—2/1)2 4
A A A

{X_3+3(x—y+z—2)}2 +{y+1—(X_Y+Z_Z)}2 +{z+2—2(X_Y+Z_2)}2

-2 -2 -2
(x—y+z-2)
-2
[x—3y+3z}2Jr(x+y+z)2_(x_y+22)2 :(x—y+z—2J2
-2 2 -2
(X=3y+32)° +(X+y+2)° —4(X=y+2X)° =(X=Y+Z-2)rrrrerrrmrenn. *
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Untuk
(x—3y+32)* =x* +9y® +9z° —6xy + 6xz —18yz
(X+Y+2) =X>+y> +2° +2Xy+2x2+ 2yz
A(X—y+22)* =4x* —4y® —162° +8xy —16xz +16Yz
(X—y+2-2)2 =X +y*+2° —2Xy +2x2 - 2yz —4x+ 4y —4z7+4
Berdasarkan (*) maka diperoleh persamaan kerucut yang diminta

adalah:
3x* —5y? +72° —6xy +10xz —4x+4y—4z+4=0

F. Irisan Kerucut
Irisan kerucut adalah tempat kedudukan titik-titik sedemikian

hingga perbandingan jarak titik ke suatu titik tertentu dan garis
tertentu tetap harganya.

A

94

Gh. 8

v

Perhatikan gambar 8, jika garis I dan garis g berpotongan di titik O
dan membentuk sudut sebesar 0. Jika garis | diputar mengelilingi
garis ¢ dengan besar sudut tetap maka lintasan hasil perputaran
berupa kerucut lingkaran tegak. Garis g disebut garis sumbu dan garis
1 disebut garis pelukis, titik O disebut titik puncak kerucut dan 6
disebut setengah sudut puncak.

Jika ada sebuah bidang V (bidang iris) memotong kerucut dengan
membentuk sudut sebesar y maka ada tujuh kemungkinan bentuk
irisan bidang V dengan kerucut tersebut.
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4 1. Jika bidang iris (penampang)
melalui titik puncak O maka
mempunyai kemungkinan:

i) y >0 irisannya berupa titik

iii)y = 0 irisannya berupa sebuah
garis singgung

Vv ii) y < 0 irisannya berupa 2 garis
berpotongan
y

\

Gb. 9

2. jika bidang iris (penampang) memotong kerucut tidak pada
puncak maka mempunyai kemungkinan:

i)  y=900irisannya berupa lingkaran

ii)  y =0 irisannya berupa parabola

iii) y > 0 irisannya berupa elips

iv) y <0 irisannya berupa hiperbola

Jika irisan kerucut ditinjau secara analitis maka irisan kerucut adalah
tempat kedudukan himpunan titik yang perbandingan jarak titik
tersebut dengan titik tertentu (Fokus) dan garis tertentu (Direktriks)
tetap nilainya. Nilai tetap ini selanjutnya disebut eksentrisitas dan
disingkat e. Kemungkinan-kemungkinan irisan kerucut yang terjadi
ditinjau dari nilai e adalah:

e=1 irisan berupa parabola

0<e<l1 irisan berupa elips

e>1 irisan berupa hiperbola

e=0 irisan berupa lingkaran
Contoh:

Carilah persamaan irisan kerucut dengan direktriks 2x - 3y + 6 =0
fokusnya F(-1,-2) dan eksentrisitasnya e =1

Jawab:

1. Ambil sebarang titik pada irisan kerucut misal A(xa, ya)

2. Jarak A ke garis direktriks (di titik P) sama dengan jarak A ke
titik F
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2x, —3y, +6|_ 2x, -3y, +6
| +/4+9 | +4/13
SAF = \/(xA +1)% +(y, +2)°

AP =

cﬁzezlmaka AP = AF
AF

<:>2xA—3yA+6 _

V13
@(wj ~(Jon 07 e 27|

JOu +D)% +(y, +2)

V13
4Axa2 + 9ya2+ 36 - 6xaya - 18ya =13(xa2 + 2xa + 1 + ya2 + 4ya + 4)
9 xa2+ 4ya2 +12xaya + 14xa + 70 ya +29=0
Koordinat titik A dijalankan didapat
Ox2+4y2+12xy +14x+70y +29=0
Jadi persamaan irisan kerucut dengan direktrik 2x - 3y + 6 = 0

fokusnya F(-1,-2) dan eksentrisitasnya e = 1 adalah
Ix2+4y2+12xy +14x+70y +29=0

G. Persamaan Derajat Dua

Bentuk Umum: Ax2+ By?2+2Cxy +2Dx +2Ey +F=0
Diskriminasi Dk = A.B - C2

Jika Dk > 0 grafik berupa elips

Jika Dk < 0 grafik berupa hiperbola

Jika Dx = 0 grafik berupa parabola

Jika A = B dan C = 0 grafik berupa lingkaran
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BAB V
LINGKARAN di R?

A. Definisi Lingkaran

Lingkaran adalah himpunan titik-titik (tempat kedudukan titik-
titik) pada bidang datar yang berjarak sama ke sebuah titik tertentu.
Titik terentu tersebut disebut "Pusat Lingkaran”, dan jarak yang sama
itu disebut ”Jari-Jari Lingkaran”. Lingkaran yang berpusat di titik M
dan berjari-jari r ditulis dengan lambang (M, 1).
Perhatikan gambar 1
Lingkaran K = (M,1)

A
P
el Mi P x
Gambar 1

Untuk memperoleh persamaan lingkaran K, dilakukan cara berikut :
Ambil sebarang titik P pada K
M= Proyeksi M pada sumbu x
P1 = Proyeksi P pada sumbu x
T =Proyeksi M pada sumbu PP;
Pada segitiga MPT (siku-siku di T), maka
MT?+PT? = MP?

< M,P?+ (PP —-TR)? = MP?

< (OR-OM,)?* +(PP,—MM,)* = MP?

< (X _XM)2 +(Yp _YM)2 =R’
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Jika koordinat titik P dijalankan, terdapatlah persamaan lingkaran K,
yaitu:

KE(X_XM)2+(y_yM)2:R2

Adalah persamaan lingkaran yang berpusat di titik M dan berjari-jari
]ilFa persamaan lingkaran K tersebut dijalankan maka didapat :
K E(X_XM)2 +(y_y|v|)2 =R’
K =x*—2X, X+ X5 +y> =2y, y+y5 —R*=0
o K=xX2+y?=2X,X=2y, Y+X; +V; —R*=0
Jika —2X,, = A -2y, =B Xy +Yy —R*=C
maka persamaan lingkaran K menjadi :

K=x*+y*+Ax+By+C=0

untuk -2X, =A < Xy :—%A
1
-2yy =B = Y :_EB
1,1

Jadi pusat lingkaran K adalah M (- 3 A,—E B)

untuk X +Y5 —R*=C < R*=x;, +y; —C
= R223A2+EBZ—C
4 4

@R=\/1A2+182—C
4 4

Jadi jari-jari lingkaran K adalah R = \/ % A® + % B?-C

Contoh:
1. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di titik pusat salib
sumbu O dan berjari-jari 3
2. Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran yang persamaannya
x2+y2-4x+6y-3=0
3. Carilah titik potong lingkaran x2 + y2 - 3x + 3y - 10= 0 dengan
sumbu-sumbu koordinat
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Jawab:

1.

Persamaan lingkaran K (0,3) adalah :
K= (X=%,)"+(y=¥,)" =3

oK=Xx"+y*=9

L=x2+y2-4x+6y-3=0

1 1
Titik Pusat lingkaran L adalah M (— > 4,—5.6 ) atau M (2,-3)

Jarijari lingkaran L adalah R= \/ % (—4)* + % (6) —(-3) atau

R=+16 =4
L=x2+y2-3x+3y-10=0
Misal titik A = titik potong L dengan sumbu x, maka
X5 +Yya —3X, +3y, —10=0 danya=0

& X5 —3x, -10=0

< (xa-5)(xat2)=0

< xa1=5 dan xa2=-2

Jadi titik potong L dengan sumbu x adalah

A1 (5,0) dan Az (-2,0)
Misal titik B = titik potong L dengan sumbu y, maka
X2 +Yy2 —3Xg +3yg —10=0 dan xz=0

3 yi+3y, —10=0

< (ys+5)(ys-2)=0

<yp=5danys=2

Jadi titik potong L dengan sumbu y adalah

B1 (0,-5) dan Bz (0,2)

Soal

1.

2.

Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik-titik P(3,0), Q(6,6)
dan R(04)

Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di titik M(3,2) dan
menyinggung garisg = 2x-y +1=0

Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik P(3,1) menyinggung
sumbu y dan pusatnya terletak pada garis g = x-y-1=0

Diketahui titik A (2,-3) dan B (-2, 3)

Tentukan persamaan lingkaran yang diameternya adalah A
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B. Garissinggung Pada Lingkaran
1. Garissinggung Pada Lingkaran Yang Melalui Titik
Singgungnya
Pada lingkaran K terletak titik P
Persamaan garissinggung pada K dengan titik singgung P ditentukan
dengan cara berikut:
Perhatikan gambar 2 berikut:

y 4

»

P (Xp, yp)

v

&
<«

Ov  Gambar2 X
Lingkaran K (M,R) yang persamaannya K = X+ y*+ AX+By+C =0

1 1
M = Titik pusat lingkaran K, maka X, = —5 A dan vy, = 5 B. Jadi

—

persamaan garis MP adalah
MDD X—Xp _ Y—V¥p

MP =
Xpm — Xp Ym — Yp
— 1 1
MPE(_EB_yPJ(X_XP) =(_§A_ij(y_ yP)
T 1 1 1 1
-~y (-2, - 2acn - (- ac,
1 1 1
. _EB_yP EB.x,,erp.yp—EAyp—xp.yp
MP=y= X+
1 1
—EA—XP —EA—XP
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MP=y=\ 2
1
~3 A—Xp
1 1
- ~3 B-vy, 3 B+y,
maka gradien garis MP, M =—1 atau m—. = ;
-—A-X%; —A+X,
2 2
misal g = garissinggung pada K dengan titik singgung P, maka garis g
tegak lurus garis MP . m, = N dan garis g melalui titik P,
MP
maka
X2+ Y2+ AX, +By, +C=0.......... (1)

Jadi persamaan garis g adalah :
g =y-yp=mg(X-xp)

&g =y-yr= - (X - xp)
P
—;A—xp
g =y-yr= (X - xp)
—B+y,

1 1 1 1

= EEB.y—EB.yP + Y.y — Vi Z—EA.X+§A.XP — Xp X+ X5
1 1 1 1

= EEB'y_EB'yP +Yo.Y - Y2 +EA.X—EA.XP +Xp X—X5 =0

1 1 1 1
&g =X X+ yP.y—EA.xP +EA'X_EB'yP +EB.y—x§ ~y2=0

=XE

Xo X+ Yp.Y — AXp +%A.xP +%A.X—B.yP +%B.yP +%B.y—x§ ~-y5=0
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Q=
1 1

Xp. X+ yp-y+§A(xp +x)+EB(yp +Y)—Xp —Yp —AX, —B.y, =0

< 0=

Xp X + yP.y+%A(xP +x)+%B(yP +y)—x2—y:—-AX, —B.y,-C+C=0
1 1 2 2
= sxp.x+yp.y+§A(xp+x)+EB(yP+y)—(xP+yP+A.xP+B.yP+C)+C:O

Dengan memperhatikan persamaan (1), maka didapat persamaan
garissinggung ¢ adalah:

Xp. X+ yP.y+%A(xP +x)+%B(yP +y)+C=0

adalah persamaan garissinggung pada lingkaran K di titik
singgungnya P.

Contoh:

Tentukanlah persamaan garissinggung pada lingkaran K yang titik
singgungnya adalah titik potong K dengan sumbu x, jika K
dinyatakan oleh persamaan K= x2+y2-3x+2y-10=0

Jawab:
K=x2+y2-3x+2y-10=0
Misal A = titik potong K dengan sumbu x, maka
{xi +Y5—3x,+2y,-10=0
Ya=0
o X5 -3x,-10=0
o (X, =5)(x,+2)=0
S X, =S atau X, =-2

A
Jadi titik potong K dengan sumbu x adalah A (5,0) dan As (-2,0)

Misal g = garissinggung pada K di titik singgung A1 maka persamaan
garis g adalah :

3
8= XAl'X+yA1'y_E(XA1 "‘X)“‘(yAl +y)-10=0
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= 5x+0y—g(5+x)+(0+ y)-10=0
15 3
=5X-——-—-X+y-10=0
<8 5 > y
15 3
=5X-—-—-x+y-10=0
=8 5 5 y

= 3%x+ y—l?%:O

&g=Tx+2y-35=0
Misal | = garissinggung pada K di titik singgung A, maka persamaan
garis [ adalah:

3
I = Xp,. X+ yAz.y—E(xA2 +X)+ (Y, +y)-10=0
=3 s—2x+0y—g(—2+x)+(0+ y)-10=0
sl = —2x+3—gx+ y-10=0

ol = —3%x+y—7:0
<l=7x-2y+14=0

2. Garissinggung Pada Lingkaran Yang Gradiennya
Ditentukan

Persamaan garissinggung pada lingkaran K dengan gradien m,

ditentukan dengan cara berikut:

Y A g

Gambar 3
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Perhatikan gambar 3 di atas
Lingkaran K dengan persamaan:

K=x2+y2+ Ax+By+C=0
Ambil sebarang garis g dengan gradien = m dan yang memotong
lingkaran K, yaitu:

g =y=mx+n
Misal salah satu titik potong garis g dengan lingkaran K adalah P,
maka diperoleh:

X3 +y5+AX, +By, +C=0
Yo =MX, +N

& Xp+(MX +n)° +AX, +B(MX, +N)+C =0 (*)

Adalah persamaan kuadrat dalam xp.

Supaya garis g menyinggung lingkaran K, maka Diskriminan pada
persamaan (*) bernilai nol.

dari persamaan yang didapat dicari nilai n, dan selanjutnya diperoleh
persamaan persamaan garis g tersebut yaitu

y+ %B=m(x+%A) +r1+m?

Contoh:
Tentukan persamaan garis singgung  pada lingkaran
K=x2+y2+2x-y+1=0 yang sejajar garis § =y =2x-7

Jawab:
Ambil sebarang garis I yang sejajar garis g dan memotong K,
yaitul = y =2x +n.
Misal salah satu titik potong I dan K adalah A, maka diperoleh
XA +Yas+2X,—Y,+1=0
Yo =2X,+N
& X5+ (2%, +N)?+2%, —(2X, +n)+1=0
& X5 +4X5 +4nX, +n* +2X, —2X, —n+1=0
& BX2+ANX, +N° —N+1=0 oo *)

Supaya garis | menyinggung lingkaran K, maka D pada persamaan (¥)
bernilai nol
Jadi D=(4n)2-45n2-n+1)=0
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& 16n2-20n2+20n-20=0
& -4n2+20n-20=0
IS

n2-5n+5=0
5+/5
< Nn= 2

Jadi persamaan garissinggung pada K yang sejajar g adalah :

Lh=y=2x+

5++/5 5-+/5
2 2

dan b=y =2x+

Soal Latihan

1.

Tentukanlah persamaan garis  singgung pada
lingkaran K= x2 + y2 - 4x - 2y - 3 = 0 yang titik singgungnya
adalah titik potong lingkaran K dengan sumbu y.

2. Tentukanlah persamaan garis  singgung pada
lingkaran S= x2 + y2 + x - by - 2 = 0 yang titik singgungnya
berordinat 1.

3. Diketahui L=x2+y2-x+2y-8=0

k=2x-3y+5=0
Tentukan : a. Persamaan garissinggung pada L yang
sejajar k
b. Persamaan garissinggung pada L yang tegak
lurus k
4. Diketahui :P (1,2), Q(2,0), dan R(2,-1)
Tentukan : a. Persamaan lingkaran M yang melalui titik P,
Q, dan titik R
b. Persamaan garissinggung pada lingkaran M
yang sejajar garis PQ
c. Persamaan garissinggung pada lingkaran M
yang tegak lurus garis QR
d.Persamaan garissinggung pada lingkaran M
yang melalui C
5. Tentukan persamaan garis singgung pada

lingkaran K = x2 + y2- 2x + 4y + 1 = 0 yang melalui titik S (2,1)
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C. Garis Kutub Dan Titik Kutub Pada Lingkaran

Lingkaran K dengan persamaannya :
K=x? + y2 + AX + By + C = 0, dan titik P terletak pada

lingkaran K.
Jika persamaan

XPX+ypy+%A(xp+x)+%B(yp+y)+C:0 ............... *)

Menyatakan garissinggung pada lingkaran K dengan titik singgung P.
Jika titik P terletak di luar lingkaran K, maka (*) menyatakan garis
kutub titik P terhadap lingkaran K. Sedangkan titik P disebut titik
kutub garis (*) tersebut terhadap lingkaran K.

Secara geometris garis kutub dan titik kutub itu dinyatakan sebagai
berikut,

Perhatikan gambar 4 A

Gambar 4 N

Lingkaran K dan titik P terletak di luar lingkaran K.
Melalui titik P dilukis garissinggung pada lingkaran K dengan titik-

titik singgungnya S dan T. Maka garis ST adalah garis kutub titik P
terhadap lingkaran K.
Bukti:

Garis ﬁadalah garissinggung pada lingkaran K dengan titik
singgung T, persamaan PT adalah:

X; X + Yy + %A(xT +x)+1EB(yT +y)+C =0
Sedangkan titip P terletak pada garis PT, jadi

1 1
xTxP+yTyP+§A(xT+xP)+§B(yT+yp)+C=O ...................... @
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Garis PS adalah garissinggung pada lingkaran K, dengan titik
singgung S, jadi persamaan PS adalah :

Xg X + ysy+%A(xS +X) + %B(yS +y)+C =0
Sedangkan titik P terletak pada garis PS, jadi

1 1
xsxp+ysyP+EA(xS+xP)+EB(yS+yP)+C=0 ...................... (2)

Dari (1) dan (2) dapat disimpulkan bahwa persamaan garis ST
adalah:

Xp X + yPy+%A(xp+x)+%B(yP+y)+C:0 ...................... (3), adalah

garis kutup titik P terhadap lingkaran K.
Contoh:

Diketahui: K = X*+y°+ 3Xx—2y-6 = 0 DanP (3,-1)

Melalui titik P dibuat garis-garissinggung pada lingkaran
K, dengan titik singgung A dan B.

—

Tentukan: Persamaan garis AB

Jawab: Melalui titik P dibuat garis-garissinggung pada lingkaran K,

dengan titik-titik singgung A dan B. Maka garis AB
adalah garis kutub titik P terhadap lingkaran K.

Di persamaan garis AB adalah :

3
XpX+YpY +E(XP+X)_(yP+y)_6:O
< 3X-Yy +g(3+x)—(—1+y)—6:0

& 3X-Yy +4%+gx+1—y—6=0

= 4£x—2y—1:0
2 2

& IX—-4y-1=0
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Soal Latihan
1. Tentukanlan koordinat titik kutub dari gars kutub g=3x -4y -4 =
0 terhadap lingkaran

L =x+y*—2x-4y-4=0
2. Diketahui lingkaran K dan garis g yang persamaannya:
K =x"+y*-6x-4y-3=0
g =3x—-2y-12=0
Melalui titik-titik potong g dan K dibuat garis-garissinggung pada K.
Ditanyakan : Koordinat titik potong garis-garissinggung tersebut.

D. Melukis Garis Kutub Jika Titik Kutubnya
Terletak Di Dalam Lingkaran

~
o

/
K, &L
w\ /R

I

A

A 7 \
/ C \g4
o ‘
Gambar 5 St
v

Diketahui lingkaran K dan titik P terletak di dalam lingkaran K.
Melukis garis kutub titik P terhadap lingakaran K dilakukan dengan
cara sebagai berikut :

Perhatikan gambar 5
(1) Melalu titik P dilukis talibusur AB
(2) Dilukis garissinggung g1 dengan titik singgung A, dan dilukis
garissinggung ¢»>sengan titik singgung B
(3) Garis g1 dan g berpotongan di titik S.
(4) Melalui titik P dilukis talibusur CD.
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(5) Dilukis garissinggung 1 dengan titik singgung C, dan dilukis
garissinggung > dengan titik singgung D.
(6) Garis I; dan I, berpotongan di titik T.
Maka garis ST adalah garis kutub titik P terhadap lingkaran K.
Selidikilah Kebenarannya.

E. Kuasa Pada Lingkaran

Lingkaran K= (M, R) = (X - Xm)2 + (Y - Ym)2=R2

Titik P terletak di luar lingkaran K. Perhatikan gambar 31.
D

g, B
Gambar 6

Perhatikan gambar 6

Garis g melalui titik P dan memotong lingkaran K di titik-titik A dan

B. Yang dimaksud kuasa titik P terhadap lingkaran K adalah PA x PB

Kuasa titik P terhadap lingkaran K tersebut bernilai tetap. Artinya

kuasa titil P terhadap lingkaran K itu tidak bergantung pada posisi

garis ¢ yang melalui titik P tersebut!

Bukti : Ambil garis [ yang melalui P dan memotong lingkaran K di
titik - titik C dan D maka kuasa titik P terhadap lingkaran K
adalah P x PD
Perhatikan A PAD dan A PBC

m /D =m /B (menghadap busur AC)
m/Z P=m/P

Jadi A PAD sebangun dengan A PBC

Maka PA : PD = PC: PB

Atau PC x PD = PA x PB

Berarti kuasa titik P terhadap lingkaran K bernilai tetap.
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Selanjutnya lukislah garis Wyang memotong lingkaran K di titik-

titik S dan T.

Maka kuasa titik P terhadap lingkaran K adalah

PSx PT
= (PM - MS) (PM + MT)
= (PM - R) (PM + R)
= PM2 - R2
= (Xp = xm)* + (yr - ynm)? - R?

Jadi kuasa titik P terhadap lingkaran K = (x - xm)? + (y - ym)2 = R2

adalah (x, - xm)?2 + (yp - ym)? - R2

Dengan uraian sama,

kuasa titik P terhadap lingkaran K= x2+ 2+ Ax + By+ C=0

adalah =X +Yy2 + AX, + By, +C.

Tinjauan :

(1)

(2)
©)

Jika kuasa titik P terhadap lingkaran K bernilai positif, maka
PM2-R2>0

< PM2 > R?

< PM>R

Artinya titik P terletak di luar lingkaran K

Jika kuasa titik P terhadap lingkaran K bernilai negatif, maka titik
P terletak di dalam lingkaran K.

Jika kuasa titik P terhadap lingkaran K bernilai nol, maka titik P
terletak pada lingkaran K.

Soal

1.
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Selidikilah letak titik - titik A (5,2), B (-1, -6) dan C (7,1) terhadap
lingkaran L = (x - 3)2+ (y + 2)2=25

(terletak di dalam, di luar, atau pada lingkaran)

Melalui titik A(4,2) dilukis garissinggung pada lingkaran
K=x+y*+2x—4y—4= 0 dengan titikk singgung S.

—

Tentukan setengah panjang ruas garis AS .
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F. Garis Kuasa

Definisi:

Himpunan titik-titik (tempat kedudukan titik-titik) yang berkuasa
sama terhadap dua lingkaran disebut garis kuasa kedua lingkaran
tersebut.

Bukti:

Kl =x*+y"+Ax+By+C, =0

K2 = x*+y*+Ax+B,y+C,=0
Misal titik P berkuasa sama terhadap Ki dan K>, maka
XS + Y§ +AXp + By, +C, = XS + Y§ +AXp +Byyp +C,
< AXp +Byp +C = AX, + By, + G,
< (AL -A)X +(B,—B,)y, +C,-C, =0
Himpunan titik yang berkuasa sama terhadap Ki dan K; didapat bila

koordinat titik P dijalankan.
Maka terdapatlah tempat kedudukan itu

(A -A)x+(B,-B,)y+C,-C, =0 Adalah persamaan garis lurus,

dan disebut garis kuasa K; dan K>
Garis kuasa lingkaran dilambangkan | Ki-K;=0atau K; = K, |
dengan

Bila ditentukan tiga lingkaran Kj;, K> dan K; maka titik yang berkuasa
sama terhadap 3 lingkaran itu disebut titik kuasa lingkaran terhadap
K, Ky, K; dilambang :

Hl_HEZO

Contoh soal:

Tentukan persamaan garis kuasa lingkaran L; = x*+y? =25 dan
L,=x*+y*-2x—4y—-4=0

Jawab:

L=x"+y*=25

L, =x>+y?—2x—4y-4=0

Misal garis g adalah garis yang berkuasan sama terhadap L; dan L,
Maka persamaan garis g adalah:

87



Lingkaran di R?

gEL1_L2:0
g=(X*+y*-25) - (x> +y*—2x—-4y-4)=0
g=2x+4y-21=0

Soal Latihan:

1.

Diketahui: K; = x2+1y2+2x-4y-6=0

K= (M,3) dan M(1,2)
§=2x-y+3=0

Tentukan: a. Koordinat titik pada sumbu x yang berkuasa sama

terhadap K; dan K;

b. Koordinat titik pada garis ¢ yang berkuasa sama
terhadap K:dan K;

2. Tentukan koordinat titik kuasa 3 lingkaran

G.

L =x*+y>—6x—4y+4=0
L=x"+y*+4x-4y-1=0
L=x*+y* =4

Melukis Garis Kuasa
Melukis garis kuasa dua lingkaran K; dan K, dengan bebagai

kedudukan dari lingkaran K; dan K; tersebut

1.
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Jika K; dan K; berpotongan di titik A dan B maka garis kuasa K;
dan K;adalah garis AB

Bukti:

Titik A terletak pada K; maka kuasa titik A terhadap K; adalah nol
Titik A terletak pada K; maka kuasa titik A terhadap K adalah nol
Jadi titik A berkuasa sama terhadap K; dan K

Dengan uraian yang sama didapat juga bahwa titik B berkuasa
sama terhadap K; dan K> Maka titik A dan B terletak pada garis
kuasa. Berarti garis kuasa lingkaran K; dan K;adalah garis AB
Jika Ki dan K; bersinggungan di titik singgung. Lukislah garis
kuasa K; dan K; tersebut (Jelaskan alasannya)

Jika K; dan K;saling lepas. Lukislah garis kuasa K; dan K; tersebut
(Jelaskan alasannya)
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H. Berkas Lingkaran
Jika lingkaran K; dan Kz yang persamaannya adalah sebagai berikut
K,=x*+y*+Ax+By+C, =0
K,=x*+Yy*+AXx+B,y+C, =0
maka K, +4K, =0, 1 eBilangan Real juga menyatakan persamaan
lingkaran.
Bukti:
K, + K, =0
X +y?+Ax+By+C, +A(x*+y* + Ax+B,y+C,)=0
@+ A)X* + @+ A)y? + (A + AA)X+ (B, + 1B,)y +C, + AC, =0
A + A, o B, + 1B, +Cl+/1C2 0
1+4 1+4 1+4

adalah persamaan lingkaran yang memuat A. Jadi persamaan tersebut
menyatakan lingkaran yang tak hingga banyak, dan selanjutnya
disebut berkas lingkaran.

X +y+

Sifat-sifat berkas lingkaran

1. Untuk setiap nilai A didapat satu persamaan lingkaran yang
merupakan anggota berkas. Sedangkan K; dan K disebut
anggota dasar dari berkas itu

2. Berkas lingkaran tersebut ekivalen dengan berkas yang disusun
oleh setiap 2 anggotanya

Misal untuk A = 4, didapat anggota berkas K3

Misal untuk 4 = 4,, didapat anggota berkas K
Maka berkas lingkaran yang disusun oleh K; dan K; adalah

K; + 4K, =0, £ € R tentu ekivalen dengan berkas semula yaitu
K, + 4K, = 0 (Selidikilah)

3. Garis kuasa anggota dasarnya adalah garis kuasa setiap 2 anggota
berkas. Karena itu garis kuasa itu disebut garis kuasa berkas
(selidikilah)

4. Jika K; dan K; berpotongan di titik A dan B maka semua anggota
berkas tentu melalui titik A dan B tersebut
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Bukti:
A= titik potong K; dan K> , maka

A terletak pada Ki X5 +y2+AX, +B,y,+C, =0
A terletak pada K X2 +y2 +AX, +B,y, +C, =0

Selanjutnya diselidiki letak titik A terhadap berkas lingkaran
tersebut

K,+7K, =0
x> +y> + AX+By+C, +A(x* +y*+Ax+B,y+C,)=0

Jika pada ruas kiri, x diganti X, dan Yy diganti Y, maka

X/Z-\ + y/zx + AIXA + BlyA +Cl +/1(X,i + Y/zx + AQXA + BzYA +Cz) =0
Menurut (1) dan (2)
0+4.0=0

Berarti koordinat titikk A memenuhi persamaan berkas
lingkaran tersebut.
Dengan uraian sama dapat disebutkan bahwa titik B juga
memenuhi persamaan berkas lingkaran itu.
Jadi setiap anggota berkas selalu melalui titik A dan B yaitu
titik potonglingkaran dasarnya ,
Perhatikan Gambar 7

Gambar 7
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Anggota berkas terbesar adalah garis kuasa berkas yaitu garis yang
melalui titik A dan B tersebut (Jelaskanlah)

Anggota berkas terkecil adalah lingkaran yan diameternya adalah
segmen garis AB (jelaskanlah)

Jika K; dan K; bersinggungan di titik P maka semua anggota berkas
saling bersinggungan di titik P (Selidikilah)

Perhatikan Gambar 8

Gambar 8

Anggota berkas terbesar adalah garis kuasa berkas yaitu
garissinggung persekutuan K; dan K; di titik singgung P

Anggota berkas terkecil adalah lingkaran titik P, yaitu lingkaran yang
berpusat di titik P dan berjari-jari nol, dengan lambang (P,0)
(Selidikilah)

Jika Kidan K> saling lepas maka semua naggota berkas saling lepas
(tidak berpotongan dan tidak bersinggungan)

Perhatikan Gambar 9
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A
v

g = garis kuasa berkas

g tegaklurus dengan M3 M,
Jadi titik S berkuasa sama terhadap K; dan K

Contoh:

=x*+y’-2x+4y—-4=0
1. Diketahui: L y y
L,=x*+y*~16=0

a. Susunlah berkas lingkaran dengan anggota dasarnya L;
dan L,

b. Tentukan persamaan anggota berkas yang melalui titik
P(3,1)

2. Tentukan persamaan lingkaran yang menyinggung lingkaran

K=x*+y?—6x—4y+9=0di titik singgung 5(1,2) dan melalui
titik A(-2,5)
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Jawab:

1. a Berkas lingkaran denan anggota dasar L; dan L, adalah

L, +AL, =0
X2 +y? —2x+4y -4+ A(x* +y°~16) =0
X2+ Y2 —2X+4y -4+ Ix* + Ay*-116 =0
L+ )X + L+ A)y? —2x+4y—4-161=0
2 4 —-4-164
X+ y+ =0
1+4 144 1+ 4

x> +y?—

b. Persamaan anggota berkas yang melalui titik P(3, 1) ditentukan
dengan cara sebagai berikut:

Anggota berkas melalui titik P (3, 1) berarti titik P(3, 1) terletak
pada berkas itu

Maka

. SNV L

IR TR LA

_ 2 3+ 4 .1+_4_16/1:0
1+4 1+4 1+4

6 4 -4-164

- + + :O

1+4 1+ 4 1+ 2

_6+16/1
1+ 4

6+16/I:10
1+ A4

6+164=10+104

6i=4<:>ﬁ.=g
3

2 2
Xp +Yp —

9+1

10 =0
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Jadi persamaan anggota berkas yang melalui titik P(3, 1) adalah

—4—16g
2 2 2 4 3
X4y — 2x+ 2y+ > =0
1+ 1+ 1+
3 3 3
2 4 ‘4‘332
2 2 & o _
X“+y 5x+§y+ § 0
3 3 3
x2+y2——x+Ey—ﬂ—
5 5

2. Persamaan lingkaran yang menyinggung lingkaran K di titik
singgung S adalah anggota berkas lingkaran dengan anggota
dasar K dan L (L adalah lingkaran yang berpusat di titik S dan jari-

jari 0)
L=(S,0)danS(L,2) = (x—x)* +(y - ¥s)* =0
L=(x-1)°+(y-2)?*=0
L=x*+y?-2x—-4y+5=0

Berkas Lingkaran Dengan Anggota Dasar K dan L adalah
K+AL=0

X2 +y? —6x—4y+9+A(x* +y* —2x—-4y+5) =0

Berkas ini melalui titik A(-2,5) sehingga koordinat titik A(-2,5)
memenuhi persamaan berkas tersebut, maka
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XA+ Y2 —6X, —4y, +9+A(Xs +yi—2x, -4y, +5)=0
(—2)2 +(5)2 —6(—2)—4(5)+9+l((—2)2 +(5)2 -2(-2)-4(-5)+5)=0
4+25+12-20+9+A(4+25+4-20+5)=0

30+18}t=0<:>ﬂ=—g

Jadi persamaan lingkaran yang ditanyakan adalah
x* +y? —6x—4y+9—§(x2 +y>—2x—4y+5)=0

3x? +3y? —18x—12y + 27 —5x* —5y® +10x+ 20y —25=0
—2x* -2y? -8x+8y+2=0
X +y? +4x-4y-1=0

Soal Latihan:
1. Diketahui lingkaran K dan garis ¢ yang dinyatakan oleh
persamaan
K=x"+y>+3x-2y-10=0
g=x-2y-1=0
Tentukan persamaan lingkaran yang menyinggung lingkaran K
dengan titik singgungnya adalah titik potong lingkaran K dengan
sumbu x dan berpusat pada garis g
2. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik potong
L=x*+y®*-2x-y—-6=0 dan g =2x—y—1=0dan juga melalui
titik  A(1, 0)
3. Diketahui: Lingkaran K; dan K; yang dinyatakan
K,=x*+y*-2x+y-3=0
dan g=x+2y-1=0
K, =(M,3) dengan M (2,2)
a. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik potong K
dan K, dan berpusat dig
b. Tentukanlah persamaan lingkaran yang menyinggung garis g
di titik singgungnya P(3,1) dan melalui titik A(-1,5)
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BAB VI
BOLA di R3

A. Definisi Bidang Bola

Bidang bola atau bola adalah himpunan titik-titik (tempat
kedudukan titik-titik) di R3 yang berjarak sama terhadap sebuah titik
tetap.
Titik tetap itu adalah pusat bola dan jarak yang tetap itu disebut jari-
jari bola.
Bola dengan titik pusat M dan berjari-jari R ditulis dengan lambang
(MR)
Untuk memperoleh persamaan bola (M,R) dilakukan cara berikut

Perhatikan gambar berikut 5
z

y P1

Ambil sebarang titik P yang terletak pada bola K
Mi: Proyeksi M pada xoy

P1: Proyeksi P pada xoy

Maz: Proyeksi M; pada sumbu x

P»: Proyeksi P; pada sumbu x

S: Proyeksi M pada PP,

T: Proyeksi M1 pada P1P>

Pada A MPS (Siku-siku pada S)
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MS? + PS? = MP?

M,P? + (PP, —SPR)? = MP?

(M, T? +PT?)+ (PP, — MM,) = MP?

M,P/ + PP, —TP,)2+ (PP, — MM,)? = MP?

(OP, —=OM,)? +(P,P, = M;M,)? + (PP, = MM, )? = MP?

(Xp _XM)2+(yP _yM)2+(ZP _ZM)2 = R?

Bila koordinat P dijalankan terdapatlah persamaan bola K(M,R)
K=(M,R)=(x=xXy)" +(y=Yu)’ +(z-2,)* =R’

Jika persamaan bola K(M,R) ini dijabarkan terdapatlah
K:x®—2X, X+ X5 +y° =2y, y+VY; +2°-22,2+2;, —R* =0
K:x®+y?+2% = 2X,X—2Y, Y =22, 2+ X5 + Vi +2;, —R* =0

-2Xy = A Xy, :—%A
1
—2yy =AYy =3B

=22, = Aoz, :—%C

X, +yy +25, —R? =D < R*=x} +y; +2;, -D

1 1 1

R? = ZA2+ZBZ+ZC2—D

Rz\/EAZ+EBZ+1C2—D
4 4 4

Jadi Persamaan bola K (M,R)
K:x*+y?+2°+AX+By+Cz+D=0
1

Pusat: M (—l A—= B,—EC)
2 2 2

Jari-jari: R= \/EAZ +EBZ +£C2 -D
4 4 4
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Contoh:
1. Tentukanlah persamaan bola yang berpusat di titik M(2, 1, -3) dan

berjari-jari 4
2. Tentukan titik pusat dan jari-jari bola
K=x>+y>+2°-2x+4y-62-2=0

Jawab
1. Persamaan bola yang berpusat di titik M(2, 1, -3) dan berjari-jari 4
adalah

K=(M4):(x=%,)° +(y-yu)’ +(z-2,)* =R
K=(x-2)?2+(y-1)%+(z+3)* =4°
K=x>—4x+4+Yy*-2y+1+2°+62+9-16=0
K=x*+y?+2°-4x-2y+62-2=0
2. Padabola K=x*+y*+2°-2x+4y—-62-2=0
Misal M = pusat bola K

1
Xy =5 (2)=1

Maka y,, = —%(4) =-2

1
2, =~ (-6)=3

Jadi pusat bola M (1, -2, 3)

Jari-jari bola adalah R = \/ % (=2)* + % (4)* + % (-6)* —(-2) =4

Soal:

1. Tentukan persamaan bola yang berpusat di titik pusat salib sumbu
(0,0,0) dan berjari-jari 3

2. Tentukan persamaan bola yang melalui 4 titik O(0,0,0), P(1,0,0),

Q(0,2,0) dan R(0,0,1)
3. Selidikilah kedudukan bola
S=x’+y’+2°+2x+6y+8z-10=0dan bidang
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H=x+2y+2z2=0 (berpotongan, bersinggungan, atau saling
lepas)

4. Tentukan persamaan bola yang berpusat di titik M(1, 2, -1) dan
menyinggung bidang W = x+2y-3z+1=0

5. Diketahui: Bidang V = x+2y +2z2=3

Bola B=x*+y? +2° —6x—-4y-8z+4=0

Bidang V dan bola B berpotongan pada sebuah lingkaran K
Ditanyakan: Panjang jari-jari lingkaran K dan pusat lingkaran K

B. Bidang Singgung Pada Bola

Pada bola K yang berpusat di M terletak titik P

Jika persamaan bola K dan koordinat titik P telah diketahui, maka
persamaan bidang pada bola K dengan titik singgungnya P tersebut
diperoleh sebagai berikut

K=x’+y*+z2°+ AX+By+Cz+D=0

1

XM :—EA
1

M = pusat bola K, maka Yu =—§B
1

ZM :—EC

P adalah titik yang terletak pada bola K
Bilangan arah garis MP = [(XP + % A), (Y, + % B),(zp + %C)}

Jika V adalah bidang singgung pada bola K yang titik singgungnya
P, maka V tegak lurus garis MP
Jadi V adalah bidang yang melalui titik P dengan bilangan arah =

1 1 1
|:(XP +EA)!(yP +§B),(ZP +EC)}

Maka persamaan bidang V adalah
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1 1 1
VE(XP+EA)(X_XP)+(yP+EB)(y_yP)+(ZP+§C)(Z_ZP):O
1 1 1 1 1 1
VExpx—xFZ,+EAX—EAXP+ypy—y§+§By—§ByP+zpz—z§+§Cz—§CzP
2 1 1 2 1 1
VEXPX_XP+§AX+(EAXP_AXP)+yPy_yP+EBy+(§ByP_ByP)+
, 1 1
z,2-2,+—-Cz+(=Cz,-Cz;) =0
2 2
2 1 2 1
VEXPX_XP+EA(X+XP)_AXP+yPy_yP+EB(y+yP)_ByP+
sz—z§+%C(z+zP)—CzP:O

V =X X+ YpY+2Zp2 +%A(x+ xp)+%B(y+ yp)+%C(z+zp):

X5 + Y2 + 125 + AX, + By, +Cz,
P adalah titik yang terletak pada bola K, maka
X3 + Y + 22+ AX, + By, +Cz, + D =0atau
X3 + Yy +22+ AX, +By, +Cz, =-D
Jadi

V = XX+ yPy+sz+%A(x+xP)+%B(y+ yP)+%C(z+zp):—D

atau

V = XX+ yPy+sz+%A(x+xP)+%B(y+ yP)+%C(z+zP)+D:O

adalah persamaan bidang singgung pada bola K dengan titik P
sebagali titik singgungnya

Contoh:

Diketahui: Bola K = Xx* + y* +2* +3x—2y+4z-10=0

Ditanyakan: Persamaan bidang singgung pada bola K yang titik
singgungnya adalah titik potong bola K dengan sumbu x

Jawab: Misal P adalah titik potong bola K dengan sumbu x maka
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XZ + Y2 +25+3x, —2y, +42,-10=0
Yp =0,2, =0

(XP +5)(XP -2)=0

Xpy = =9;Xp, =2

Jadi titik potong bola K dengan sumbu x adalah P;(-5, 0, 0) dan
P; (2,0, 0). Misal V; adalah bidang singgung pada bola K dengan titik
singgung  P;, maka  persamaan  bidang Vi  adalah
-7x -2y +4z - 35 = 0, dan V» adalah bidang singgung pada bola K

dengan titik singgung P> maka persamaan bidang V. adalah
7x-2y+4z-14=0

Soal:
1. Diketahui Bola K=x*+Yy*+2°+2x—-4y—6z-3=0 , dan titik-
titik S (3,2, 0) dan T (2, 3, 1)

Tentukan persamaan bidang singgung pada bola K yang melalui
titik Sdan T

2. DiketahuiBola L=x*+Yy*+7°—x-2y+4z-5=0
X+Yy+2z-1=0

X+3y—-z+2=0

Tentukan Persamaan bidang singgung pada bola L yang melalui garis k

Dan garis K 2{

C. Kuasa Pada Bola

Melalui titik P yang terletak di luar bola K dibuat garis g yang
memotong bola K di titik-titik S dan T

Definisi: Yang dimaksud dengan kuasa titik P terhadap bola K adalah
P5x PT

Tinjauan: Kuasa titik P terhadap bola K tersebut bernilai tetap, artinya
tidak bergantung pada posisi garis g yang melalui P tersebut.
Perhatikan

Jika garis ¢ melalui titik P, memotong bola K di titik-titik S dan T.
Maka kuasa titik P terhadap bola K adalah PS.PT

Garis | melalui titik P, memotong bola K di titik-titik G dan H. Maka
kuasa titik P terhadap bola K adalah PG.PH
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Garis ¢ dan | membentuk bidang W, yang memotong bola K pada
lingkaran x
Titik-titik S,T,G, dan H terletak pada lingkaran x
Maka APTG~APHS
Jadi PG : PT = PS : PH atau PG.PH = PS.PT
Berarti kuasa titik P terhadap bola K bernilai tetap(tidak bergantung
pada posisi garis g yang melalui P)
Perhatikan
Bola K =(M,R)=(x—Xy )’ +(y—Yu)’ +(z-12,)* =R’
Garis PM memotong bola K di titik-titik A dan B
Maka kuasa titik P terhadap bola K adalah PA.PB
= (PM - MA).(PM + MB)
= (PM - R).(PM + R)
= PM2- R2
= (X_XM)2 +(y_y|v|)2 +(Z_ZM)2 -R?
Kesimpulan
Kuasa titik P terhadap bola

K=(M,R)=(x—X%,)*+(Y-Yy)* +(z2—2,)* = R*adalah

(XP _XM)2 +(yP _yM)2 +(ZP _ZM)2 =R?
Dengan uraian yang sama, jika bola K dinyatakan oleh persamaan
K=x*+y*+2°+AX+By+Cz+ D=0 Maka kuasa titik P terhadap
bola K adalah
X2 +Yyi + 22 + AX, + By, +Cz, + D = 0 (Selidikilah)
Kemungkinan
(i) Jika kuasa titik P terhadap bola K bernilai positif maka
PM2-R2>0
PM2> R2
PM >R
berarti titik P terletak di luar bola K
(ii) Jika kuasa titik P terhadap bola K bernilai negatif maka ttik P
terletak di dalam bola K
(iif) Jika kuasa titik P terhadap bola K bernilai nol maka titik P
terletak pada bola K
Soal:
Selidikilah posisi titik-titik berikutterhadap bola
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B=x"+y*+2°-3x+B-2y+z-6=0
a.P213)  b.T2-35 cS(-5-11)

D. Bidang Kuasa

Himpunan titik yang berkuasa sama terhadap 2 bola adalah bidang
datar yang disebut bidang kuasa 2 bola tersebut

Bukti: Bola K; dan K; dinyatakan oleh persamaan

K,=x*+y*+2*+Ax+By+Cz+D, =0
K,=x*+y*+2*+AXx+B,y+C,z+D, =0

Misal titik P berkuasa sama terhadap bola K; dan K> maka

#(P,K,) = u(P,K,)

Xo+ Yo +25+AXp + By, +Cz, + Dy = X2 + Y2 +25 + AX, +B,Yy, +C,2, + D,
AX, +By,+Cz, +D, = Ax, +B,y, +C,z, + D,

(A= A)Xp + (B, —B,)yp +(C, -C,)z, + D, - D, =0

Himpunan titik yangberkuasa sama terhadap bola K; dan K; tersebut
diperoleh jika koordinat titik P dijalankan

Maka didapat (A —-A,)x+(B,-B,)y+(C,-C,)z+D,-D, =0
yang merupakan persamaan bidang datar dan disebut “Bidang

Kuasa” bola K; dan K;
Bidang kuasa diberi lambang K; - K> = 0atau K; = K;

E. Garis Kuasa
Jika diberikan 3 bola Ki, Ky dan Ks. Himpunan titik yang berkuasa
sama terhadap 3 bola tersebut merupakan garis lurus dan disebut
" garis kuasa”
Garis kuasa itu diberi lambang
Ki-K;=0

K1 = Kz = K3

K1 - K3 = 0
F. Titik Kuasa

Jika diberikan 4 bola Ki, K Ks dan K4 Titik yang berkuasa sama
terhadap 4 bola tersebut disebut “titik kuasa”
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Titik kuasa Diberi lambang

K1-K2=0

Ki-K;=0 tau Ki=Ky=K3=Ku4
K1—K4=O

Contoh:

Diketahui: Bola L dan K dengan persamaannya
L=x*+y*+2°-4x-2y—-22-3=0
K=x*+y* +2°-6x-4y+z-2=0
Ditanyakan: Koordinat titik pada sumbu x yang berkuasa sama
terhadap bola L dan K

Jawab:
Misal V = bidang kuasa bola L dan K

V=L-K=(X+y*+2°—4x-2y—-27-3) - (xX*+y*+2*—6x—4y+2-2)=0
V=2x+2y—-3z-1=0
Misal P titik potong bidang V dengan sumbu x, maka
2Xp +2Y, =32, -1=0
{ Yp =0,2, =0

2%, —1=0=> X, :%

1
Maka koordinat titik I adalah P( E ,0,0) dan P adalah titik pada sumbu

x yang berkuasa sama terhadap bola L dan K

Soal:

1. Buktikanlah bahwa bidang kuasa tegak lurus garis sentral kedua
bola tersebut
2. tentukanlah persamaan garis kuasa 3 bola

Ki=x*+y*+2*+4x-2y-4z-6=0
K,=x+y*+2*-2x-4y-27-3=0
Ky=x*+y* +2°+x+2y-4z-3=0

3. Tentukanlah koordinat titik pada bidang xoy yang berkuasa sama
terhadap 3 bola
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K=xX*+y +2°—x+2y-42-4=0
K,=x*+y*+2°-2x—-4y—-2-3=0
Ky=x*+y?+2°+x+2y-42-2=0

Kemungkinan

Posisi bidang kuasa ditentukan oleh posisi dari 2 bola tersebut

(I)  Jika bola K; dan K; berpotongan pada lingkaran x maka bidang
kuasa bola K; dan K;adalah bidang pemuat lingkaran x
Bukti:
Titik S pada lingkaran x, berkuasa nol terhadap bola K; dan K.
Berarti titik-titik pada lingkaran x berkuasa nol terhadap bola K,
dan Ky Jadi titik-titik pada lingkaran x berkuasa sama terhadap
bola K; dan K» atau lingkaran x terletak pada bidang kuasa bola
Ki dan K

(I) Jika bola K; dan Ks bersinggungan di titik S maka bidang kuasa
bola K; dan K> adalah bidang singgung persekutuan bola K; dan
K> di titik singgung S (Buktikanlah)

(III) Jika bola K; dan K> saling lepas maka bidang kuasa bola K; dan
K> juga tidak memotong bola K; dan K, tersebut (Tunjukanlah
posisi bidang kuasa tersebut)

G. Berkas Bola

Jika dientukan bola-bola K; dan K> maka K; + A.K; = 0 juga merupakan
persamaan bola

Bukti:
K,:x*+y*+2° +Ax+B,y+C,z+D, =0
K,:x*+y*+2° + Ax+B,y+C,z+D, =0
K, +4K, =0untuk1eR
X*+y?+2° + AX+B,y+C,z+D, + A(X* +y* +2° + A,x+B,y+C,z+D,) =0
A+ A)X> + @A+ )y + L+ A)2? + (A, +AA,)x+(B, +AB,)y+(C, +AC,)z+ D, + AD, =0
A+, B +B, Ci+AC, D+AD,
1+4 1+4 1+4 1+
adalah persamaan bola .

xX2+yi+zi+
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Persamaan bola tersebut memuat A € R, jadi persamaan itu
menyatakan bola yang tak hingga banyak dan disebut “Berkas Bola”
Untuk setiap nilai A didapat satu persamaan bola dan merupakan
anggota berkas, sedangkan K; dan K, disebut anggota dasar dari
berkas bola itu

H. Sifat Berkas Bola

1. Sebuah berkas bola ditentukan oleh tiap-tiap dua anggotanya

2. Bidang kuasa anggota dasar merupakan bidang kuasa setiap dua
anggota berkas

3. Berkas dari dua anggota berkas merpakan berkas yang ekivalen
dengan berkas dari anggota dasarnya

4. Jika bola K; dan K berpotongan pada lingkaran L, maka setiap
anggota berkas akan melalui lingkaran L

5. Jika bola K; dan Ks bersinggungan di titik T, maka setiap anggota
berkas saling bersinggungan di titik T
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BAB VII
PARABOLA

A. Melukis Parabola

Parabola adalah tempat kedudukan titik-titik yang jaraknya terhadap
titik tertentu (fokus) sama dengan jaraknya terhadap suatu garis
tertentu (direktriks). Sesuai dengan definisi parabola tersebut maka
dapat dilukis titik-titik pada parabola jika diketahui fokus (F) dan
direktriks (d) dengan langkah-langkah sebagai berikut:

1.

2.

Buat garis FD - d (D adalah proyeksi F pada d), FD adalah sumbu
simetri parabola (s)

Tentukan titik tengah segmen FD, kita beri nama O, sehingga
OF=0D. Jadi O adalah salah satu titik pada parabola, dan O
adalah puncak parabola.

Buatlah garis-garis g1, g2, g3, ... di sebelah kanan O yang masing-
masing tegak lurus sumbu simetri s dan memotong s berturut-
turut pada titik Ty, T, T5, ...

Buatlah lingkaran dengan pusat titik F dan jari-jari TiD sehingga

memotong g pada titik P; dan P, . Jelaslah P;F=T:F= jarak (P1,d)
dan P F =T1iD = jarak (Pl' , d). Jadi titik-titik P; dan P, adalah titik-
titik pada parabola.

Buatlah lingkaran dengan pusat titik F dan jari-jari T>D sehingga

memotong g» pada titik P, dan P,. Jelaslah P,F =T,D = jarak
(P,,d) dan P,F = T,D = jarak (le,d). Jadi titik-titik P> dan P,
adalah titik-titik pada parabola.

Cara yang sama seperti langkah 4 dan langkah 5 untuk garis-garis
g3, g4, g5, ... maka kita peroleh titik-titik Ps, Py, Ps, ..., P?:, P4', PSI L

adalah titik-titik pada parabola.
Hubungkan secara mulus dan berurutan mulai dari titik O dengan

titik-titik Py, Pa. Ps, ... dan dengan titik-titik P,,P,,P,, ... maka akan
kita peroleh sebuah bentuk garis lengkung yang disebut parabola.
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Sesuai dengan definisi Parabola, yaitu tempat kedudukan titik-titik
yang jaraknya terhadap fokus sama dengan jaraknya terhadap
direktriks. Perbandingan kedua jarak ini disebut eksentrisitas (e)
dengan e=1.

Lihat gambar 1. Untuk p>0, persamaan parabola dengan puncak (a,b)
dan sumbu simetrinya sejajar sumbu x,adalah:

PF

“PQ

1-PF
PQ
PQ = PF

o =l ~(ar o) + (v, -bF
|x, —a+p| = \/( —(a+p))* +(y, -b)
(Xo—a+p) = (x, —(@a+p)y +(y, -b)
(%, —(a=p))* = (x, =(@a+p))* +(y, —b)’

X,” =2%,(a-p)+(a-p)° =%, -2x,(a+ p)+(@a+p)° +(y, -b)
X," —2x,(a— p)+(a-p)° —x," +2x,(a+ p)-(a+p)° = (y, -b)’
(@-p)’ —(a+p) -2x,(a- p)+2x,(a+ p)=(y, -b)’

2 2

a?—2ap+ p> — (a2 +2ap+ p?)-2x,a+2x, p + 2x,a+2x, p = (y, —b)’

a’—2ap+p?-a®-2ap-p?+4x,p=(y, -b)
4x,p—2ap—2ap=(y, —b)’

4x,p—4ap=(y, —b)’

4p(x, —a)=(y, —b)’

(yo =b)" =4p(x, -a)

Oleh karena titik (x,y,) berjalan di sepanjang parabola, maka dapat

diperoleh bentuk umum persamaan parabola dengan puncak (a,b)
dan sumbu simetrinya sejajar sumbu x, adalah:
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(¥ —B)? = 4p(x — a)

—> Parabola membuka ke kanan

atau

(y —b)? = —dp(x — ]

—> Parabola membuka ke kiri

Dengan cara yang sama dapat diperoleh persamaan parabola dengan
puncak P(a,b) dan sumbu simetrinya sejajar sumbu y, maka akan
diperoleh persamaan parabola:

(x —B)* = 4p(y — b)

—> Parabola membuka ke atas

atau

(x —b)* = —dp(y — b)

—> Parabola membuka ke bawah

Pembuktiannya diberikan sebagai latihan.

Contoh:

Carilah persamaan parabola dengan titik puncaknya di P(4,3) dan
fokusnya F(4,4)!

Jawab:

Puncak P(4,3), makaa=4 danb =3.

Fokus F(4,4) = F(4,3+1), berarti p = 1 dan sumbu simetri sejajar sumbu
y dan direktriks d =y = b —p =3 — 1 = Z. Untuk lebih jelasnya lihat
sketsa di bawah ini.

Gb3
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Kita tahu bahwa, jika puncak P(a,b) dan sumbu simetri sejajar sumbu
y dengan fokus F(ab+p), maka persamaan parabola yang dicari
adalah:

(x-a)* =4p(y-b)
o (x—4) =41y -3)
= (x4 =4(y-3)

C. Persamaan Garissinggung Parabola Jika Diketahui

Gradiennya
Kita akan mencari persamaan garissinggung terhadap parabola

(y - b)* = dp(x-a)

Misalkan garis dengan gradien m memiliki persamaan ¢g= y = mx + c.
Perpotongan g dengan parabola (y - b)? = 4p(x-a) dicari sebagai
berikut:

/] y=mx+c

(y-b)? = 4p(x-a)

Gb 4.

{ (v - b)? = 4p(x-a)
—C

y
y=mx+c<
maka (y - b)2= 4p(—y ¢ a)
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m(y? —2by +b?)=4p(y —c—am)
< my® —2mby + mb? = 4py —4pc—4pam
< my? —2mby+mb® —4py +4pc+4pam=0

o my® —(2mb+4p)y + mb® + 4pc+4pam=0
dengan Diskriminan:

D = (2mb+4p) — 4m(mb? + 4 pc + 4 pam)

Jika D<0, garis g tidak memotong parabola

Jika D>0, garis ¢ memotong parabola pada dua titik

Jika D=0, garis ¢ memotong parabola pada satu titik, berarti garis g
menyinggung parabola.

Jadi syarat agar garis g menyinggung parabola adalah:
(2mb+4p)? —4m(mb? + 4 pc + 4pam)=0

4m®b® +16mbp+16p* —4m°b* —16mpc—16pam* =0
16mbp+16p% —16mpc—16pam? =0

mb+ p-mc—am?® =0

mc =mb+ p —am?

e mb+ p—am?®

m
. mb+ p —am?
Substitusikan €=-—————— ke persamaan Yy =mMX+C maka
diperoleh:
mb+ p —am?
y=mx+—————

m
< ym=m’x+mb+ p—am?
< ym—mb=m’x—am?® + p
< (y-bm=m?(x—a)+p

<—>(y—b):m(x—a)+%
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Jadi, persamaan garissinggung dengan gradien m terhadap parabola
(y - b)? = 4p(x-a), adalah:

(y—b):m(x—a)+£

Dengan cara yang sama dapat diperoleh persamaan garissinggung
dengan gradien m terhadap parabola:
(y - b)? = -4p(x-a) adalah

(y-b)=m(x-a)- 2

Jika persamaan parabola diketahui (x - a)2 = 4p(y-b) maka persamaan
garissinggungnya adalah

(y—b)=m(x-a)-m’p

Jika persamaan parabola diketahui (x - a)2 = -4p(y-b) maka persamaan
garissinggungnya adalah

(y—b)=m(x-a)+m?p

Contoh:
Carilah persamaan garissinggung parabola dengan gradien 3 terhadap

parabola (X+5)2 =8(y—2), kemudian cari titik singgungnya dan
sketsalah grafiknya!

Jawab:

Dengan menggunakan rumus persamaan garissinggung dengan
gradien m terhadap parabola (x - a)2 = 4p(y-b) adalah

y—b= m(x - a)— m?p. Jadi persamaan garissinggung parabola
dengan gradien 3 terhadap parabola (X + 5)2 =8(y—2), adalah:
y—b=m(x—a)-m?p

& y-2=3(x+5)-3"x2

< y-2=3x+15-18

& y=3x-1

Sekarang akan dicari titik singgung y =3x-1lterhadap parabola
(x+ 5)2 =8(y—2), adalah:
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(x+5)" =8(y-2)
{ y=3x—-1
(x+5) =8((3x-1)-2)
< x* +10x + 25 =8(3x - 3)
< x? +10x+25=24x 24
< X2 +10x+25-24x+24=0
& X2 —14x+49=0

o (x=7F =0
&S X=7
y=3x-1
= y=3(7)-1
< y=20

Jadi titik singgung parabola adalah (7,20)

D. Persamaan Garissinggung Parabola Melalui Titik
Singgungnya

Misalkan parabola (y—b)2 = 4p(x—a) dengan titik (x; , yi1) pada

parabola. Akan dicari persamaan garis yang menyinggung parabola

di titik (x1, y1). Misalkan persamaan garissinggung yang melalui titik

(x1,yi)adalah g=y-vy, = m(x - Xl) dengan m adalah gradien garis g.

Perpotongan garis ¢ dengan parabola adalah sebagai berikut:

g

(y-b)? = 4p(x-

(X1,y1) a)

Gb 5
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{(y—b)2=4p(x—a)

Y-y =l x,) e x = YIS

m
Maka:

TS LN

< my® —2mby—4py +4py, —4pmx +4pam+mb?* =0
< my? —(2mb+4p)y + 4 py, —4pmx_+4pam+mb? =0

Agar garis menyinggung parabola maka:

D =(2mb+4p)’ —4m(4pyl —4pmx, +4pam— mbz): 0

< 4m®b® +16mbp+16p® —16mpy, +16 pm?x,16 pam* —4m°b* =0
< x,m’ —am®* +bm-ym+p=0

< (x,—a)m’ +(b-y,)m+p=0

Akan dicari gradien m sebagai berikut:

_ _(b_ yl)i\/(b_ y1)2 _4p(xl _a)

" 20 2]
<:>m:)’1_bi\/(b_y1)2_(b_yl)z
Z(Xl_a)
_ Y1_b
=" 2 -a)
om= yl_bz
2 (yl_b)
4p
<M= 2p
yl_b
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Substitusi m ke persamaan garis g=y-Y, = m(x - Xl) maka akan
diperoleh persamaan garissinggung pada parabola adalah:

2
Yy-y,= yfb(x X1)

y ¥: —b)=2p(x-x)

= (y-
& (y-y,—b+b)y,—b)=2p(x-x)
& (y-b-y, +b)y,—b)=2p(x-x)
< ((y=b)=(y,—b)Xy, =b)=2p(x-x,)
& (y=b)y,—b)-(y, —b)’ = 2p(x—x,)
& (y-b)y,—b)=2p(x—x)+(y,~by
& (y=b)y, —b)=2p(x—x, )+ 4p(x-a)
< (y-b)y, =b)=2p(x—x, +2x-2a)
< (y=b)y, —b)=2p(x-x, +2x-2a)

< (y=b)y; ~b)=2p(x+x-2a)
Jadi persamaan garissinggung di titik (x; , yi) pada parabola

(y-bf =4p(x—a)adalah |(y-b)y,—b)=2p(x+x—2a)

Dengan cara yang sama dapat diperoleh persamaan garissinggung

pada parabola (x—a)’ =4p(y—b) adalah
(4 —a)x—a)=2p(y +y, - 20)
Contoh:

Carilah persamaan garissinggung terhadap parabola X* =25y yang
melalui titik absis 5 pada parabola!
Jawab:

25
Titik absis parabola x = 5 maka titik ordinatnya y = 1, dengan p = 7

Menurut rumus persamaan garissinggung terhadap parabola
x> =4py vyang melalui (51) maka rumus persamaan
garissinggungnya adalah:
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X X = Zp(y+ yl)

=N 5x=2><27f5(y+1)

& 5x :2—25(y+1)

& 09X — 2 y— 2 =0
2 2
Soal:
1. Jika diketahui suatu parabola dengan titik puncak P(0,0), fokus

N

F(0,-3). carilah:

b. Persamaan direktriksnya

Persamaan parabolanya

d. Sifat-sifat parabola tersebut
e. Lukis grafik parabola tersebut

Jika diketahui suatu parabola dengan titik puncak P(-2,-5) fokus
F(-4,-5). carilah:

a. Persamaan direktriksnya
b. Persamaan parabolanya

Sifat-sifat parabola tersebut

d. Lukis grafik parabola tersebut

Carilah persamaan garissinggung parabola dengan gradien m = -
2 dengan parabola yang titik fokusnya F(0,0) dan puncak P(3,0)
Carilah  persamaan  garissinggung  terhadap  parabola
(y - 4)2 = 12(X + 8) yang melalui absis -8!

Diketahui persamaan parabola L = 5x2 - 4y2 + 20x + 8y - 4 = 0.
Tentukan titik puncak, titik pusat, titik focus, eksentrisitas, sumbu
simetri dan persamaan direktriks dari parabola tersebut.
Tentukan persamaan garis singgung hiperbola
(y-2)2 - 8(x-3)2 = 8 yang membentuk sudut & terhadap sumbu x
positif dengan Sin & = & (& lancip).

Diketahui A(3,4) dan Fi: dan F. adalah focus hiperbola
16x2 - 9y2 = 144. Tentukan luas AAF;F,
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BAB VIII
ELLIPS

A. Definisi Ellips

Ellips ialah tempat kedudukan titik-titik yang perbandingan jarak
ke titik tertentu (fokus F) dan terhadap garis tertentu (direktriks d)

tetap, yaitu sama dengan edan e <1 (e = eksentrisitas)
A

Perhatikan Gb 1
N F = fokus

P’ d = direktriks
\ PP’= jarak P ke direktriks d

P pada ellips, maka % = e dengan
e<l1

Gambar 1
B.  Melukis Ellips

di AAAA A

T
. iDic;Bi’
VYV VY

/ 050403 02 01 /
Gambar 2
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CATATAN :

Jika direktriks di di sebelah kiri V> dan berjarak dua satuan, maka

fokus F1 pada FT dengan :

Vo Fy 1
= — maka akan menghasilkan
YR

ellips. Jadi setiap ellips memiliki dua fokus dan dua direktriks.

Langkah - langkah melukis ellips (perhatikan Gambar 2) :

1.
2.

Buat garis TT; yang tegak lurus dengan d; dan d..

Tentukan titik V1 dan V> pada garis TTi, sedemikian sehingga :
WE 1 V-F 1
= = > Jadi titik V1dan V2 pada ellips.

dan
T 2 Vo Ty
Buatlah garis - garis g1, g2, g3, g4, dan gs masing - masing sejajar d
dan memotong garis FT berturut - turut pada A=F, B, C, D, dan
E=F..

. 1 . .
Buatlah lingkaran (F,EAT]I sehingga memotong g1 di A; dan Ao.

Jadi

A4 F Ag F 1

—— == == Maka titik A; dan A; terletak pada ellips.

AT 4,7 2

Buatlah lingkaran (F%E T) sehingga memotong g: di B: dan Bo.
Jadi

By F 2 F 1 . .
—— = —— = - Maka titik B; dan B> terletak pada ellips.
BE,T ByT 2

Lakukan langkah 4 dan langkah 5 sehingga diperoleh titik - titik
C1, Gy, Dy, Dy, E1 dan Ez yang semuanya terletak pada ellips.

Hubungkan titik - titik yang diperoleh dari langkah 2, langkah 4,
langkah 5 dan langkah 6 sehingga akan diperoleh lengkungan

tertutup yang disebut dengan ellips ( dengan e = %)
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Istilah - istilah pada ellips_:

2 y 1

C T A
1
4
N
Gambar 3
Perhatikan Gambar 3
1. Fidan F disebut fokus.
2. di dan d> adalah direktriks. Jika P pada ellips, maka
PE, B PR, _ _ o
rarak (7.al) = carak (7] =g (e = eksentrisitas, dengan
e <1)
3. Vi, Vy, Ty, dan Tz adalah puncak ellips.
4. O adalah pusat ellips, OV: = OV>=4a, OF1 = OF,=¢, OT1=0T:=b
5. ﬁ dan E’ disebut sumbu simetri. Sumbu simetri yang
memuat fokus disebut sumbu panjang (¥ Vz), dengan V;V, = 2a.
Sumbu simetri yang tidak memuat fokus disebut sumbu pendek
(1172, dengan TiT,=2b.
6. Tali busur yang melalui fokus disebut tali busur fokus.
7. Tali busur fokus yang tegak lurus sumbu panjang disebut latus
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8. Segmen penghubung fokus dengan titik pada ellips disebut jari-
jari fokus.
C. Persamaan Umum Ellips
Misalkan diketahui pusat dari ellips yaitu P(a,), sumbu panjang
terletak pada pada sumbu x, sumbu pendek terletak pada sumbu y,
fokus Fi(a+cp), a adalah setengah sumbu panjang, b adalah
setengah sumbu pendek, dan e adalah eksentrisitas ellips. Persamaan
umum ellips dapat dicari dari keterangan yang diketahui tersebut.
Perhatikan Gambar 4
y /

T,
T K(x.y)

Ko(a+2y)
€
V}\ P PT F1 /Vl D
‘o L X

——

T2
ds
Gambar 4
Keterangan :
P (o,) T1 (a,B+b)
F1 (atc,B) T2 (a,B-b)
F2 (a-c,B)

1. Mencari Persamaan Direktriks
PFi=cdanPVi=a(a>c)
Vi (at+a,p) dan V (a-a,p) pada ellips, sehinggga:

1 A a—c
—— =g — =e—-a—c=e(PD—a) ... 1
v, D PD—a
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15 A a+c
271 e —
Vo PR +a

Persamaan 1 dan 2 dijumlahkan, maka diperoleh :
2a=2e PD>a=ePD —» PD="

Persamaan 1 dan 2 dikurangkan, maka diperoleh :
2c=2ea =>c=ea

=e—a+ec=e(PD+a) ...... 2

|3
Jadi persemann direktriks d1l adelehx = & + -
2. Mencari hubungan antara a,b , ¢, dan e

r,r, T,F o
11= 11:9—}T1F1=EPD=E—=11
r,r PL e

(PT) =(TF)¥ — (PR} ob*=a’-c* o b =a" —a’e’
= b =a’(1—e?)

3. Menemukan kembali persamaan umum ellips
Misalkan titik K(x,y) pada ellips dan KK’adalah jarak K ke direktriks

di1, maka K’ (a +§, yJ.
e

RE
RE'

=e ¢r F,K=e(KK")

, | 2
:>\’fl(.\:—(x—c)2 +(y—ﬂ)2 :e\f(x—a——] +(y—y)2

e

2
:>(x—¢;!)2 —20(x—(1)+c2 +(y—)9)2 =e2[(x—a)2 —z—a(x—a)+ a—2+0
e e

> (Jc~a)2 +(y—ﬂ)2 ~20(x—a)+cz :ez(x~a)2 ~2ae(x-a)+a2

2

5 (-2 Xx—a) +(v- P = a? - 62 + 2e(x - @) - 20e(x - @)
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2

— (L-e?)x—a) +(y—p)° =a? —c? —2(x—a)(ae —c)

= (1—e2)(x—a)2 +(y—,8)2 = a2 —c2 —2(Xx — a)(ae — ae)

= @-eX)x-a)2 +(y-p2% =a? —c?

= @-e?)x—a)? +(y-p)% =a%@-e?)
L x=—?  (y-p°
a? a2(1—e)2

B ) S Ay ) Sl
2 b2

=1

1
a

Dengan cara yang sama seperti di atas untuk direktriks d» dan

_a)? _mn2
fokus F, akan diperoleh: (x=a)” [ (V=A)" _
a? b2
Jadi persamaan umum ellips dengan pusat P(«, ) dan sumbu-

1.

sumbunya sejajar dengan sumbu-sumbu koordinat dengan a > b,
adalah:

IS —E . .
(w-ey | =Y _ g —  Ellips Horizontal

£ b.E

[

Dengan cara yang sama, maka persamaan umum ellips dengan
pusat P(a, ) dan sumbu-sumbunya sejajar dengan sumbu-sumbu

koordinat dengan a< b, adalah:

(ema)® | ropR — Ellips Vertikal

af bt

Jika pusat dari ellips P(0,0) dan a > b, maka persamaan umum ellips
adalah:

X2 2 . ]
_2+E)/_2:1 —  Ellips Horizontal

o]
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Jika pusat dari ellips P(0,0) dan a < b, maka persamaan umum ellips
adalah:

2
X_+y_:1

2 b — Ellips Vertikal

Istilah- istilah dan sifat - sifat pada ellips dengan pusat P(a, f)

adalah sebagai berikut:

1. Titik Pusatdi (e, f)

2. FokusFi(a+c,fB)danF, (a—c, ) dengana>b danc2= a2- b2
Jika a<bdanc2=Db2- a2 ,makaFi (a,f+cC)danF, (a,f—-C)

3. Eksentrisitas e = — jika a>b,dan e = % jika a<b
a

4. Direktriksdi=x = 05+E dandzEx=05—E (jika a>h)
e e

di=y= ,8+9 dandr=y = ,8—9 (iika a< b)
€ €

5. Sumbu x dan sumbu y adalah sumbu simetri, dan jika a>b maka
sumbu x adalah sumbu panjang dan sumbu y adalah sumbu
pendek, jika a< b maka sumbu x adalah sumbu pendek dan
sumbu y adalah sumbu panjang.

6. Lotus rectum x = & + cdan x = & - cjika sumbu x adalah sumbu
panjang. Jika sumbu y sumbu panjang maka y = f + ¢ dan

y = f - c adalah lotus rectum.
7. Titik puncak ellips, yaitu titik potong ellips dengan sumbu-sumbu
simetrinya, vyaitu (a+a,f) («-a,pB) (a,b+p) dan

(a,p-b).

Contoh:

Diketahui ellips dengan persamaan 100(x-1)2 +36(y-2)2 = 225.

Tentukanlah :

a. Koordinat titik pusat, koordinat titik puncak, dan koordinat fokus,

b. Panjang dari sumbu mayor (sumbu panjang) dan sumbu minor
(sumbu pendek),
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c. Eksentrisitas dan persamaan direktriks,
Kemudian gambarlah sketsa ellips tersebut!

Jawab:
100(x-1)2 +36(y-2)2 = 225

(-1 (y-2F _

R
4 4
3 5 . .
karena a = > <b= 57 maka merupakan ellips yang vertikal.
Dicari hubungan: ¢2=b2- a2= 2745—% = %:4,makac=2

a. Koordinat titik pusat P (1,2)

Koordinat titik puncak (% +1,2), (1—% ,2), (1,; +2) dan (1, 2—%)

5 1 9 1
=2),-=,2),(1,=)dan (1, -—
(5252, (1,7)dan (1,-)
Koordinat fokus Fi(1,2+2) dan F2 (1,2-2)=F,(1,4) dan Fx(1,0)
b. Panjang dari sumbu mayor (sumbu panjang) = 2b = 5 dan
panjang dari sumbu minor (sumbu pendek) =2a=3
c. Eksentrisitas e = °_ 2 = 4
b 5 5
2
5
Persamaan direktriks : di=y =2 +% =24 % = %
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Gambar sketsa ellips tersebut:

y
41
D T R s >y = —
(1’5) ! y 8
2
P 1
-=.,2) ol
( 2 1 /(2 2 ’2)
| Fo /i 1+ X
1
I (1.‘_) > d - _g
2.y 3

D. Persamaan Garissinggung Ellips

1. Persamaan Garissinggung Ellips Jika Diketahui
Gradiennya
Misalkan persamaan garis dengan gradien m adalah y = mx + p
2 2
dan persaman ellips : — + bZ =1.
a
Absis titik potong antara garis dan ellips diperoleh dari :
2 2
m
% + % -1
ii. b2x2+ a2 (mx+p)2= a2b2
iii.  b2x2+ az(m2x2+2mxp + p?) = a2b?
iv. (b2+ a2m?) x2+2a2mpx + a2pz- azb2=0.....ccccccvuvuruenene. 1)

2 2
Karena garis y = mx + p akan menyinggung ellips el + é =1 maka
titik potongnya harus berimpit. Hal ini terjadi jika diskriminan dari
persamaan (1) sama dengan 0
D= (2a2mp)2-4 (b2+ a2m?) (a2p2 a2b?2)=0
S4da‘m?p2-4 b2 azp2+4 b4az-4 a‘m?p2+4a+h2m2=0
<-4b2azp2+4 b4az+4ath2m2=0
S -p2+ b2+ am2=0
= b2+ am?2
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o p =+ b*+a’m’
2 2

Jadi persamaan garissinggung dari persamaan ellips _2+F =1
a

dengan gradien m adalah :

y=mx + b? +a’m?

Dengan cara yang sama, diperoleh :
Persamaan garis singgung pada ellips yang berpusat P(a,) : :
(x-a)’ (y-p)

a’ b?
y-p=mx- o)t \/b2+a2m2

2. Persamaan Garissinggung Ellips Jika Diketahui
Titik singgungnya
Selanjutnya, kita akan mencari persamaan garissinggung pada
ellips dengan titik singgungnya T(x1,y1).
2 2
Misalkan persamaan ellips — + vl =1 dan P (x2,y2) merupakan suatu
a

=1 dengan gradien m adalah

titik pada ellips, maka berlaku:

X7y,
?+F:1<:>b2xz2+a2y22=a2b2 ............................................. (2)
2 2
Karena T(x1,y1) pada ellips, maka berlaku : % + )l;% =1 atau
D2x12+ @212 = 82D 2 (3)

Dari persamaan (2) dan (3) diperoleh :
b2x22+ a2y»? = b2x2+ alys?
e-batx?) = aXyiy?)
< -b 2 (x1-x2) ( X1+ X2) = a2(y1-y2)( y1+y2)
- bz(xl + Xz) _ (Y1 — yz)
az(y1+y2) (Xl_xz)
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Persamaan garis PT adalahy -y, = u(X — Xl) .......................... )
17 2
Dari persamaan (4) dan (5), maka diperoleh :
b?(x, + X
Yoy, = 22X (e (6)

a’(y, +Y,)
Jika P mendekati T sedemikian sehingga P berimpit dengan T, maka
x2 = x1 dan y2 = y1. Sehingga persamaan (6) menjadi :

-b* 2 )
- = — (x-x

T e gy T
< (y-y1) alyr = -b2x; (x - xi)
< alyiy-azyi2= -b2xix+b2x2
=
=

b2x1x + a2y1y = b2x12+ a2yi2

v X" Y
a2 blz = ? blz .................................................................... ()
Karena Xl + y—l =1 maka persamaan (7) menjadi : X—;( + % =1
a’ a
Jadi persamaan garissinggung pada ellips —+§ =1 dengan titik
a
X
singgungnya T(x1,y1) adalah: X12 y12y 1
a® b
Untuk ellips yang persamaanya: (x —Za L bzﬂ X =1, persamaan
a

garissinggungnya dengan titik singgung (x1,y1) adalah:

(x-a)x—a) (y-B)y-B)
a2 ’ b2 )

3. Persamaan Garissinggung Ellips Melalui Satu
Titik Di Luar Ellips

Selanjutnya kita akan mencari persamaan garissinggung pada
ellips yang melalui titik T(xo,yo) di luar ellips.
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2 2
X
Misalkan persamaan ellipsnya : — + y—z =1 dan titik A (X', y’) suatu

a® b
titik singgung.
. . XX Yy
Persamaan garissinggung di A adalah : el + o 1
. . (X))
Karena titik A pada ellips maka memenuhi ~——+ Rl 1o )
a
Karena  garis singgung melalui T maka  memenubhi
XX Y'Y
a2° + b2° =1...09)

Dari persamaan (8) dan (9) dapat dicari x” dan y’ sehingga kita
memperoleh persamaan garis singgungnya.

Contoh:
Garis y = x 6 memotong ellips Xx* +4y’ —16=0 pada dua titik.

Carilah persamaan garis singgung di titik - titik potong tersebut !

Jawab:
X2 y2
X*+4y*-16=0 —+2—=1
16 4

Koordinat titik potong garis dengan ellips dicari sebagai berikut :

x2+4y?-16=0 x2 +4(xy/6)? =16 =0
=
y=x6 y =x/6

X2 +24x* =16
=

y =xv6

X2 16

= 4 4
o 25<:>x— —dany = \/Eatau

y:X\/E

4
X:——danyz——\/g
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4 4
Jadi titik potong antara garis dengan ellips adalah di titik (gg\@ )

dan (—i,—gx/g).

5
4 4
Persamaan garissinggung di titik (g , g Je )
Sx 2y

=1  ox+4/6 y=20, dan  persamaan

adalah S +
16

garissinggung di titik (- g —g\/g ) adalah X+ 46 y=20

SOAL
1. Sebuah ellips berpusat di titik (4,-1), salah satu fokusnya
mempunyai koordinat (1,-1), dan melalui titik (8,0). Tentukan

persamaan ellips dan gambarkan sketsa ellips tersebut!
2 2

2. Titik P terletak pada ellips ()3(_6+]}./_2 =1 dan absis titik P sama

dengan ordinat titik P.

a. Tentukan koordinat titik P,

b. Tentukan persamaan garissinggung ellips yang melalui titik P.
3. Tentukan persamaan garissinggung pada

(x=3)° , (y+1)°
5

ellips =1 yang membentuk sudut 60° terhadap

sumbu X positif !
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BAB IX
HIPERBOLA

A. Definisi Hiperbola

Hiperbola adalah tempat kedudukan titik-titik yang perbandingan
jaraknya terhadap suatu titik tertentu (fokus F) dan suatu garis tertentu
(direktriks d) tetap (sama dengan e) yaitu lebih besar dari 1 (e >1)

N
L :
D p Keterangan
PE
—_=
PD
dengane>1
[\

B. Melukis Hiperbola

Misalkan ditentukan direktriks di dan F; yang berjarak 3 satuan ke d..
Bagaimana melukis hiperbola dengan eksentrisitas e = 2?

Langkah-Langkah Melukis Hiperbola:

a. Tentukan titik T; pada di, dan T; berjarak 3 satuan ke Fi, tarik
garis FiT: yang tegak lurus di. Tentukan Vi dan V, pada ruas
[g?ris F1T1, sedemikian sehingga
141

Kby
=2 dan =2z
"1 Ty

Jadi Vi dan V; pada hiperbola
Buat garis g1, g2 g3 gs dan gs, masing-masing sejajar di dan

memotong garis FiT; berturut-turut pada A, B (B = F1), C, D, dan
E.

Catatan:

Semakin banyak garis g lukisan hiperbola semakin baik
c. Buat lingkaran (F1, 2AT:) sehingga memotong g1 di A; dan A,
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maka diperoleh S5 _ 25 _ 2 maka Ardan A, pada hiperbola.
AT, ATy

Buat lingkaran (Fi, 2BT;) sehingga memotong g: di B: dan B,

B E Sely .
5T, — BT, < maka B1 dan B, pada hiperbola.

maka diperoleh

Lanjutkan seperti langkah 4 dan 5 sehingga akan diperoleh titik-
titik C;, Cz, D1, Dy, E;, dan E; yang kesemuanya terletak pada
hiperbola.

Hubungkan titik-titik yang diperoleh pada langkah a, langkah c,
dan langkah d, secara mulus maka akan diperoleh dua buah
lengkungan terbuka yang disebut hiperbola

Keterangan:
1. F; dan F» disebut fokus
2. d1 dan d> adalah direktriks . Jika P pada hiperbola maka

PR, PR,

jarak (P,dy) - jareik (P, da)
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e = eksentrisitas, dengan e > I

3. Vi dan V2 disebut puncak hiperbola

4. O adalah titik pusat hiperbola
dengan OF; = OF; =c

5. Garis yang melalui focus dan puncak hiperbola disebut sumbu
simetri.

a. Sumbu simetri yang memuat fokus dan puncak hiperbola
disebut sumbu utama atau sumbu nyata atau sumbu
transversal.

V1V,= 2a disebut ukuran sumbu utama (OVi= OV:= a).

b. Sumbu simetri yang memuat pusat hiperbola dan puncak
disebut sumbu sekawan atau sumbu imajiner atau sumbu
konjugasi.

010, = 2b disebut ukuran sumbu imajiner/pendek/minor
6. Ruas garis yang melalui titik fokus dan tegak lurus sumbu utama
memotong hiperbola disebut latus rectum hiperbola

C. Persamaan Hiperbola dengan Pusat M(a, )
y d2A dlA

v
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Diketahui MF; = c dan MV; - a dengana <c.

V1 pada hiperbola maka ii =g O E::D =g

SGrc—a=ee—eMD .. (1)
V> pada hiperbola maka E;i =g O :;: L=¢

Geta=et+teMD . ... )

[

Dari persamaan (1) dan persamaan (2) saling dieliminasi sehingga
£ [
diperoleh c = ae dan jarak MD = —=

Fi(a + ¢pB) = F1 (a + aep) dan direktriks di memiliki persamaan
x:a+5
hubungan antara a, b, ¢ dan e dapat dicari sebagai berikut :
AMV1T; siku-siku di V1 maka :
TiVi2=MT2-MVi2 — b2=c2-a2 &b2=a? (e2 - 1)
akan dicari persamaan hiperbola dengan sifat-sifat seperti diatas.
Misal titik P (¥,.3) pada hiperbola yang berpusat di M(z, ff) dan PP’
adalah jarak P ke direktris di, dengan P’ proyeksi P pada dimaka
Tentu I’ [ @ + SJ}’?,], sehingga

PR .
ﬁ= & HPF:L = ePP

o (PR =e? (PP

= (o+ E—x?j2+(ﬁ—yp)2292 {(a’+§—x)z} dengan

mengkuadratkan kedua ruas persamaan
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e+ 2ec—2ax— 2ex+xi+ el + §2 20y +y°

; ; f f e ;
=g & +2|:r——2|:rx—2—x+—2+x
= £ £

& g+ 2or—2ex —Zex+xd+ e+ P 28y + 9P = alet+

2aee — 2aae’x — Zaex + a® + ex?

= ex2 - x2 - 2ae2x + 2ax + aZ? - a2 + (y2 - 2Py + B?) = 2qae - 2cx -
2aex + 2ac+ c2 - a?

& (e2-1)(x2+ 2ax + a?) - (y2 - 2Py + P?) = 2aae - 2aex - 2aex + 2qae +
2 _ a2

& (- T)(x-ap-(y-pp=c-a

GZ_EZ
S a2 (y - §)2= 2

g2

& a2 (x-a)?- (y - )2 = b2 diketahui b2 = ¢2 - a2

— —F1F
PN o2 S ) S dengan membagi b? kedua ruas persamaan

af b
— 2 — 2
) —('x; r_ —(bej = ladalah persamaan hiperbola dengan M (a, {3)

dengan sumbu utama sejajar sumbu x dan mempunyai sifat-sifat
hiperbola ini adalah :
(@) panjang sumbu mayor 2a dan panjang sumbu minor 2b
(b) Persamaan sumbu utama atau sumbu nyata adalah y = B dan
persamaan sumbu sekawan atau sumbu imajiner adalah x = a
(c) Koordinat titik-titik puncak : Viy(a - a, p) dan Vi(a + a, ),
koordinat titik ujung sumbu minor: B: (a, - b) dan Bz (a, p + b)
d) Koordinat titik-titik fokus: F» (a - ¢, f)dan F1 (a +c, B)
e) Nilai eksentrisitas & = E

f) Persamaan direktriks: gy = x = & +S dand.=x =& —S

(
(
(
(g) Persamaan asimtot: I3 =(y —f) = E{x — &) dan

;= (}f—ﬁI':—E(x—ﬁr)

(h) Latusrectum x=a-cdanx=a+c
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: : _a®
(i) Panjang latus rectum = —

Analog dengan cara yang sama seperti di atas untuk direktriks
(e (=8P _

gt be

di dan fokus F: akan diperoleh persamaan

Persamaan ini disebut persamaan umum sebuah hiperbola yang
berpusat M, ) dengan sumbu utama sejajar sumbu X panjang
sumbu mayor. Sedangkan pada hiperbola yang berpusat di O(0,0)
sumbu utamanya bermpit dengan sumbu y, focus di F2(0,-c) dan
F1(0,c) serta Puncak di titik-titik V1(0,-a) dan V:(0,a) mempunyai

persamaan — —'7 =1 atau b2y?-ax2=a%?.
Jika Z—r: - % = 1 dengan b2 = ¢ - a2, didapat beberapa hal yang perlu

diperhaikan yaitu :
(1) Hiperbola ini tidak memotong sumbu X
(2) Nilai eksentrisitasnya & = =

Z

(3) Persamaan direktriksnya: g, =y =-dan g, =y =~
a8 8

(4) Persamaan asimtotnyay = % gx

Apabila asimtot-asimtotnya saling tegak lurus maka disebut
hiperbola orthogonal.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh dua macam bentuk bake
persamaan hiperbola yang berpusat di O(0,0) yaitu:

1) T; - 5 = 1 merupakan persamaan hiperbola horizontal.
2
() 5 - % = 1 merupakan persamaan hiperbola vertical

hiperbola-hiperbola TE —i—i =1 dan pada 5— % =1 disebut dua

hiperbola sekawan.
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Contoh:
Carilah persamaan hiperbola dengan titik puncak (£6,0) dan

persamaan asimtotnyay = + o

Penyelesaian :
Karena persamaan hiperbola dengan titik puncak (+6,0), maka

merupakan hiperbola horizontal dengan a = 6 , dan persamaan
. b7 b7

asimtotnya y = iEx berarti—-=- = —=-—=h =7,

& e & & &

jadi persamaan hiperbola yang dimaksud berbentuk % —‘;—r: =1

z

.,ooxt ot —
yaitu - —==1 atau 49x2 - 36y? = 1764

Sedangkan pada hiperbola yang berpusat di M( a,p ) dengan
sumbu utama sejajar dengan sumbu y, panjang sumbu mayor 2a dan
panjang sumbu minor 2b. Dengan menggunakan definisi hiperbola
yang serupa di atas, dapat diperoleh
(-8 (x-a)

a? b2
berlaku pada hiperbola di atas, dapat ditemukan beberapa hal-hal
sebagai berikut :

(a) Persamaan sumbu utama atau sumbu nyata adalah x = a dan

persamaan sumbu sekawan atau sumbu imajiner adalah y = 3

(b) Koordinat titik-titik puncak : Vx(a, p - a) dan Vi (a, p + a)
koordinat titik ujung sumbu minor : Bx(a - b, ) dan

Bi(a+ b, B)

(c) Koordinat titik focus : F2 (a, p - ¢) dan F1 (a, f + ¢)
(d) Nilai eksentrisitas & = E

persamaan hiperbola =1 dengan b? = c2 - a2 tetap

(e) Persamaan direktriks: g, =y = § + Ednm f1=v=pf —S

(f) Persamaan asimtot:i; = (y — §) = —E(x —a) dan
I,=(y—g) =§(I—ﬁf)
2p*

(8) Panjang latus rectum = —
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Contoh :
Tentukan persamaan hiperbola dengan ketentuan titik pusat di (2,-1),
sebuah puncak di (4,-1) dan sebuah focus di (5,-1).

Penyelesaian :

Misal pusat hiperbola M (@, ) =1(2,17 maka berdasarkan sifat
hiperbola, persamaan sumbu utama (nyata) adalahy = patauy =-1
Persamaan sumbu sekawan (imajiner) adalah x = @ artinya @ = 2
Koordinat puncak (z+a, ) =(2+a,-1) =(4,-1), sehingga a =2

Koordinat focus di (z + ¢, p) = (2+c,-1) = (5,-1) sehingga c =3
b2=c2-a2=9-4=5

Jadi persamaan hiperbola yang dimaksud berbentuk (x;_:;)f - (}r;—f)z =1

(x=2f _ Gy _

yattu = 5

D. Persamaan Garissinggung Pada Hiperbola dengan

Gradien Tertentu
1. Untuk hiperbola yang berpusat di O(0,0)

Misalkan persamaan garis yang gradiennya m adalah y = mx + p
Ea s
1

dan persamaan hiperbola — — %

Absis titik potong garis dan hiperbola diperoleh dari :
©_ Lmatp)?

at be

(52— a?m?ix? — 2eimpr —a’pi—a?bi=10

=1 atau b2x2 - a2m?2x2 - 2a2mpx - a2p? = a?b?

dengan diskriminan D = b2 - 4ac
= 4atm?2p? - 4(b2 - a2m? - b?)(-a2p? - a2b?)
= 4a4m2p2 — 4(a4m2p2 + a4b2m2 — aZprZ - a2b4)

= 4a*m?p? - 4a*m?2p? - 4a*b?m? + 4a?b?p? + 4a2b*
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D = 4a2b2(_a2m2 + b2 + p2)
Agar akarnya kembar (garis menyinggung hiperbola) syaratnya
D=0 =>-aZm2+ b2+ p2=0

& p2=a’m?2 - b2
& p=1+\[a2m2-b2

Jadi persamaan garis singgung pada hiperbola ¥ ¥y adalah

g bE
¥ =mxtveim? —b?

Dengan analisis yang sama, persamaan garissinggung pada
2
hiperbola Z—z - z—z = ldengan gardien madalah ¥ = mx+ va®— b?m?

Contoh:

. . x
Tentukan persamaan garissinggung pada hiperbola — —2==1

yang sejajar dengan garis 3x +y + 10 =0.

Penyelesaian :

Gradien garis 3x + y + 10 = 0 adalah m = -3, berarti gradien
garissinggungnya adalah -3. Jadi persamaan garissinggung pada
hiperbola tersebut berbentuk y = mx + v a?m? — 5?2

y = —3x ++ad4i3% — &2
¥ = —3x + 4540
¥y =—3dxt 6415

2. Untuk Hiperbola Yang Berpusat di M(a,f)

Rumus persamaan garissinggung hiperbola yang berpusat di
M(a,p) dengan gradiennya m ditentukan dengan menggunakan
analisis yang sama seperti mencari persamaan garissinggung
hiperbola yang berpusat di O(0,0) dengan gradien m. Rumus-rumus
yang dimaksudkan yaitu:
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(-ﬂslz (y—8r°
T

dengan gradien m adalah v — § = m(x — &)+ vaim®—h?

1. Persamaan garissinggung hiperbola ———

(ar— 332 Nl 1
Bz

dengan gradien m adalah v — g = m(x —a)tva—bim?

2. Persamaan garissinggung hiperbola

Contoh:

Tentukan persamaan garis singgung pada hiperbola LGt i

100 ]

1
Yang sejajar dengan garis x - 2y + 8 = 0.

Penyelesaian :
— 2
% - @ = 1 merupakan hiperbola horizontal dengan a2 =100

dan b2 =9. Garissinggung sejajar dengan garis x - 2y +8=0atau
=y = —:r + 4, berarti gradien garissinggungnya m = E

Persamaan garissinggungnya adalah :

y—f=mix—agltJaim?®—h?

2= l— 1)t 10212 32
yoesmgW T AT 2

= y+2:zl(x—1)i4

= 2y+t4=x-1%8

& x-2y-5+8=0

— x-2y-13=0ataux-2y+3=0

E. Persamaan Garissinggung Melalui Suatu Titik

pada Hiperbola
1. Untuk hiperbola-hiperbola yang berpusat di O (0,0)

Diberikan persamaan hiperbola :— — = = ldan P(x2,y2) pada

2 hE
_xz
hiperbola maka berlaku ~- — }f—z = 1 atau bx22 - a2y = a2b?...(1)
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dan T(xi, y1) pada hiperbola maka berlaku ;:—2 - }E—z = 1 atau b2 -
a?yi2=a?2....... 2)
dari persamaan (1) dan (2) diperoleh maka berlaku b2x22

- a2y»? = b2x2 - a?y;2atau b2x;2 - b2xo? = a2y;2 - a2yy?
b2x12 - b2x22 = a2(y12 - y»?)

b2(xi? - x22) = a2(y? - y?)

bo(oa ) (1 + ) = a2y - y) (1 + )

by ) — YT
ef () &y

g1y

(gradien)

Persamaan garis PT adalah

1'-‘2 (.xi +.1:y_ j _
a® [+ ) (= 1)
jika P mendekati T sedemikian hingga P berimpit dengan T sehingga
x2 = x1 dan y2 = yi, akibatnya PT menjadi garissinggung di titik T

persamaannya adalah

Y=y =22 (x —x)atauy —yy =
1T

bRy
y—n=2 2y (X — xq)

2
y =y =52t =)
a%yi(y - y1) = b2 (x - xa)
a2y1y -a2y12 = b2xx - b2x;?2
b2xx - a?y1y = b22 - a?y;2 kedua ruas persamaan dibagi dengan a?b2
Xx gy mt ot

af bE | gf he
ik S T 1

& b2
Z
persamaan garis singgung hiperbola :——£= 1 di titikk T (x1,y1)

Z p2
Eyw WY
adalah== — 2= =1
rf b

g @

Dengan menggunakan analisis yang sama, persamaan garis singgung
hiberbola 5 —2 = 1 dititik T (x,,ys) adalah 2 — %% — |

af bE
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Contoh:

(]

o

_x

Tentukan persamaan garis singgung pada hiperbola — —=

dititik (3,)

Penyelesaian :
ik S U AP L A
e? b2 8 z
i
%‘—%: 13322y = B Ix—2y—B =0

2. Untuk Hiperbola Berpusat di M(qa, )

Dengan analisis yang sama pada persamaan garissinggung

hiperbola berpusat di O(0, 0), maka
(x—e)®  (w—F)F

a. Persamaan garissinggung hiperbola, — — = 1 dititik
Lo — )iz — L= -
T(x1,y1) adalah : = EE(: 2 _ E;j& 2
b. Persamaan garissinggung hiperbola femey  oBY _y di titik
: frg 2

L= FIon—F)  lx—ele—a) 1
af b -

T(x1,y1) adalah :

Contoh:

Tentukan persamaan garissinggung hiperbola

dititik ~ (-3,2)

(x—1F  (y+2)F _
17 43

1

Penyelesaian :

le—m)my—a)  Ly—8as-F) 1

af b -

-1z —1)  Ly+2)pm+2)

17 48 -
x-1)(-3-1)  [p+2)(2+2) _ 1

12 s
o S S

12 P

—léx+16—dy—8—43 =0
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4x+y+10=0
H. SOAL LATIHAN

1. Tentukan persamaan hiperbola yang berpusat di O(0,0), dengan
titik-titik puncak di ( 3,0) dan melalui titik (6,9)
2. Tentukan nilai a supaya garis 4x + y + a = 0 menyinggung

. E _
hiperbola = —"-=1

2
3 Tentukan persamaan garis singgung pada hiperbola :i_z - % =1
di titik (4,-4)
4. Tentukan persamaan garis singgung pada hiperbola

— 2 _a4E
Wt =22 i titik (5,-2)
1 16

5. Tentukan persamaan garis singgung pada hiperbola 9x2 - 16y2 = 576
yang tegak lurus terhadap garis 4x + 5y +1=0
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